^'^-***», 


"«»Cir?«»«»»' 


ik^/^-" 


QA 

i304 

M315 


'»' 


DIFFERENZENRECHNUNG 


VON 

A.  iL.  MARKOFF, 

O.  PEOFESSOH    AN    DER  KAISERLICHEN    UNIVERSITÄT    ZU    ST.   PETERSBÜEG, 
O.   MITGLIED  DEE  KAISERLICHEN  AKADEMIE  DER  WISSENSCHAFTEN  ZD  ST.   PETERSBÜEG. 


AUTOEISIERTE  DEUTSCHE  ÜBERSETZUNG 


VON 


THEOPHIL  FRIESENDORFF  und  ERICH  PRÜMM. 


MIT  EINEM  VORWORTE 


R.  MEHMKE, 

O.  PROFESSOR  AN  DER  K.  TECHNISCHEN  HOCHSCHULE  ZU  STUTTGART. 


LEIPZIG, 

DRÜCK  UND  VERLAG  VON  B.  G  TEUBNER. 
1896. 


AX.LE  HECHTE, 
EINSCHLIESSLICH  DES  ÜBERSBTZUNGSEECHTS ,  VORBEHALTEN. 


Al3i  = 


Yor"wort. 


Durch  das  Lesen  einer  in  dem  Jahrbuch  über  die  Fortschritte 
der  Mathematik  erschienenen  Besprechung  der  nun  in  deutscher  Über- 
setzung vorliegenden  „Rechnung  mit  endlichen  Differenzen"  von  Herrn 
Prof.  A.  Markoff  in  St.  Petersburg  wurde  vor  mehreren  Jahren  der 
lebhafte  Wunsch  in  mir  erweckt,  dieses  Lehrbuch  zu  besitzen.  Trotz 
vieler  Bemühungen  gelang  es  mir  jedoch  nicht,  seiner  habhaft  zu 
werden,  weil  dasselbe  angeblich  im  Buchhandel  vergriffen  war  und 
auch  einige  Anfragen  bei  russischen  Antiquareu  keinen  Erfolg  hatten. 
Deshalb  wurde  ich  angenehm  überrascht,  als  mir  letztes  Jahr  Herr 
Th.  Friesendorff  mitteilte,  dafs  er,  von  Herrn  Prof.  F.  Hein  dazu  an- 
geregt, jenes  Lehrbuch  zu  übersetzen  beabsichtige.  Ich  konnte,  darüber 
befragt,  diese  Absicht  nur  gut  heifsen,  und  bin  überzeugt,  dafs  die 
deutschen  Mathematiker,  vor  allem  diejenigen,  welche  aus  irgend  einem 
Grunde  sich  mit  der  Technik  des  Zahlenrechnens  —  insbesondere  mit 
Interpolation,  der  Herstellung  numerischer  Tafeln,  der  Aufsuchung  zu- 
fälliger und  der  Abschätzung  unvermeidlicher  Fehler  —  näher  zu  be- 
fassen haben,  Herrn  Prof  F.  Klein  dafür,  dafs  er  den  Anstofs  zu  dieser 
Übersetzung  gegeben  hat,  und  nicht  minder  Herrn  Th.  Friesendorff, 
sowie  dem  zu  seiner  Unterstützung  hinzugetretenen  Herrn  E.  Prümm 
für  die  Ausführung  derselben  Dank  wissen  werden. 

Durch  die  Freundlichkeit  des  Herrn  Friesendorff  nachträglich  noch 
in  den  Besitz  des  Originals  gekommen,  habe  ich  mit  demselben  nicht 
wenige  Stellen  der  Übersetzung  verglichen  und  kann  deshalb  bezeugen, 
dafs  die  Herren  Übersetzer  sich  ihrer  keineswegs  leichten  Aufgabe 
mit  grofsem  Geschick  entledigt  haben. 

Zum  Schlufs  will  ich  nicht  unterlassen  zu  bemerken,  dafs  die 
Jahreszahlen  in  den  ausführlichen  Litteraturverzeichnissen  zu  einem 
grofsen  Teile  von  ihnen  hinzugefügt  worden  sind. 

Stuttgart,  Juli  1896. 

R.  Mehmke. 


Vorwort  der  Übersetzer. 


Als  im  Sommersemester  1895  im  mathematischen  Seminare  bei 
den  Herreu  Professoren  F.  Klein  und  D.  Hubert  Fragen  der  Inter- 
polation imd  Differeuzenrechnung  zur  Sprache  kamen,  stellte  sieb  ein 
recht  fühlbarer  Mangel  au  entsprechenden  Lehrbüchern  heraus.  Die 
dem  deutscheu  Leser  am  leichtesten  zugänglichen  von  Lacroix  und 
von  Schlömilch  sind  teilweise  schon  durchaus  veraltet,  während  das 
Boole'sche  (treatise  on  the  calculus  of  tinite  dirterences)  dem  deutscheu 
Geschmack  infolge  seiner  ausgesprochenen  Vorliebe  für  symbolische 
Methoden  weniger  zusagt. 

Herr  Professor  Klein  regte  daher,  nachdem  ich,  als  früherer 
Schüler  von  Herrn  Professor  A.  Markofl",  über  dessen  Werk  referiert 
hatte,  den  Gedanken  an,  dies  Buch  in  deutscher  Übersetzung  erscheinen 
zu  lassen.  Vom  mathematischen  Verein  an  der  Georgia  Augustii  in 
diesem  Gedanken  bestärkt,  sprach  ich  noch  im  vorigen  Jahre,  bei 
meinem  Aufenthalt  in  St.  Petersburg,  hierüber  mit  Herrn  Professor 
Markoff;  ich  erhielt  von  ihm  die  Erlaubnis  zur  Übersetzung,  wofür 
ich  Herrn  Professor  Markoif  auch  au  dieser  Stelle  meinen  wärmsten 
Dank  ausspreche. 

Der  deutschen  Sprache  wohl  mächtig,  aber  stilistisch  nicht  sicher 
genug,  wandte  ich  mich  an  meinen  Commilitonen  Erich  Prümm  mit  der 
Bitte,  mich  bei  der  Verdeutschung  zu  unterstützen,  einer  Bitte,  die  er 
mir  gern  erfüllte. 


Was  nun  die  Übersetzung  selbst  anbetrifiFt,  so  sei  hier  bemerkt, 
dafs  wir  uns  thunlichst  wortgetreu  an  das  Original  angeschlossen  haben, 
ohne  irgend  welche  Änderungen  vorzunehmen,  vor  allem  auch  ohne 
selbst  irgend  welche  Zusätze  zu  macheu,  abgesehen  davon,  dafs  wir 
die  Litteraturverzeichnisse  möglichst  zu  vervoUstäudigcn  suchten.  Wir 
glaubten  dem  Hudie  gerade  dadurch  seinen  (."harakter  zu  wahren,  der 
es  zugleich  als  Lebrbuch  und  als  übcrsidii liebes  Handbuch  zum  Nach- 
schlagen geeignet  erscheinen  läfst. 


Vorwort  der  Übersetzer.  V 

Den  Herren  Professoren  F.  Klein  und  R.  Mehmke  sind  wir  unsern 
besondern  Dank  schuldig  für  die  Liebenswürdigkeit,  mit  der  sie  nicht 
nur  den  Druck  selbst  mit  überwachten,  sondern  uns  auch  jederzeit 
mit  ihrem  Rate  unterstützten;  Herrn  Professor  Mehmke  noch  ganz  be- 
sonders für  die  Worte,  die  er  unserer  Übersetzung  als  Geleit  mit  auf 
den  Weg  gab. 

Dem  Herrn  Verleger  endlich  sprechen  wir  für  seine  grofse  Zuvor- 
kommenheit, mit  der  er  uns  oft  drei-  bis  viermaliges  Korrekturlesen 
gestattet  hat,  unsern  wärmsten  Dank  aus:  nur  auf  diese  Weise  sind 
wir  imstande  gewesen,  bei  der  grofsen  Menge  von  Formeln  Druck- 
fehler nach  Möglichkeit  zu  vermeiden. 

In  der  Hoffnimg,  dafs  das  in  ßufsland  bekannte  und  verbreitete 
Buch  auch  in  Deutschland  —  und  damit  wohl  auch  zugleich  bei  einem 
noch  gröfseren  Leserkreise  —  Anklang  finden  möge,  übergeben  wir 
unsere  Übersetzung  dem  Kreise  der  deutschen  Mathematiker. 


Göttingen,  Juli  1896. 


Th.  Friesendorff. 
E.  Prümm. 
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Erster  Teil. 
Interpolation. 

Erstes  Kapitel. 

Interpolationsformelii. 

§  1.     Die  Aufgabe  der  Interpolation  kann,  allgemein  genommen, 
folgendermafsen  formuliert  werden: 
Für  gegebene   Werte  von  z: 

seien  die   Werte  irgend  einer  Function  f(x)  und  einiger  ihrer  successiven 
Ableitungen  bekannt: 

/■(«i);  /"K),  f(,Ci),    ■■■,     fiam-i),  f{a„) 

/"(«l);  /"'K);  /"(Ö3),     ■   ■   •;      /"(««-l).  /"(«"•) 

n«,),    TK),    r(«3),  ••-,  r(««-o,      n«™)     Uo 

D/ese  T'Terte  sollen  alsdann  zur  Berechnung  von  f(z)  für  einen  neuen 
gegebenen   Wert  von  z: 

z  =  X 
benutzt  werden. 

Eine  solche  Fassung   der  Aufgabe  ist  noch   sehr  unbestimmt  und 
läfst  noch  grofse  Willkür  üu. 

Unter    den    mannigfachen    Arten    der    Benutzung    des    gegebenen 
Systems  (1)  wollen  wir  hier  nur  eine  betrachten: 

Es  soll  eine  ganze  Function  F{z),  möglichst  niedrigen,  Grades,  ge- 
funden iverden,  die  den  Bedingungen  genügt: 
F{a,)  =  f{a,),  F{a,)^fia.;),     ...,       F  {a„)  =  f  {a,.:) 

F\a,)  =  /-'(«x),  F'{a,)=  f'{a.;),     .  .  .,       F'ia,,,)  =  f\a„) 


'    (2) 


Markoff,  DiÖereuiteiu'öclinuug.  1 


2  Erstes  Kapitel.  [§  1.  2. 

und  es  soll  alsdann  nältcruugsweise : 

fix)  =  Fix)  (3) 

gesetzt  werden. 

Die    auf    diese    Weise    erhaltenen    Näherungsgleiehungen    werden 
Jnterpolalionsformdn  genannt. 

Es  sind  hier  nun  zwei  Aufgaben  zu  behandeln: 
erstens:  man  soll  die  Intcrpolaiionsformel  finden  und 
zweitens:  deren  Fehler  abschätzen. 
§  2.     Bei    der    Bestimmung   der    Function   Fiz)   ist    es    wichtig 
.sogleich  zu  bemerken,  dafs  im  System  (2) 

«1  +  «;.'  +  «a  H 1-  «". 

Bedingungen  enthalten  sind. 

üement.sjtrfchend  wollen  wir,  indem  wir  diese  Summe 

«1    +   «i  +   «3  +   •   •   •   +    «'" 

der  Kürze  wegen  mit  dem  Buchstaben  n  bezeichnen,  Fiz)  gleich  irgend 
einer  ganzen  Function  («  —  Ij'""  Grades  von  s  setzen: 

Fiz)  =  Po  +  Pi^  +  J".^'  +  Ps^'  +  •  •  •  +  -P.-. .'"-'. 
Alsdann  ist  die  Zahl  der  unbekannten  Coefficieuten: 

gleich  der  Zahl  der  Bedingiuigen  (2),  die  sich  auf  ein  System  von 
11  Gleichungen  ersten  Grades  der  n  Unbekannten 

V       V       P  V 

bringen  lassen. 

Schreiben  wir  die  gesuchte  ganze  Function  in  der  Form: 

+  'i>.  (^  - ".  )'-■       +  <?.'.+ ^(^  -  «l)"'  (^  -  «.)*  +  •  •  ■ 

so  kiiiiiieii  wir  tiie  unbekannten  Coefficieuten 

<2o,  <'^i,  Q,,  ■■■,  C>-.-. 

leicht  iler  Ifeihe  nach  bestimmen:  man  braucht  dazu  nur  im  System  (2) 
nach  einander  erst  die  Bediugungi-n  der  ersten  rolonne,  daini  die  der 
zweiten,  dritten   u.  s.  w.  zu  berücksichtigen. 

Es  solle  die  Function  z.  B.  den  tünf  Bedingungen: 

genüg.-n. 


§  2.]  Interpolationsformeln.  3 

Indem  wir  hier: 
Fiß)  =  «0  +  ^.  (^  -  «.)  +  <?2  (^  -  «, )"''  +  <?3  (^  -  a,f  (^  -  a,) 

setzen,  erhalten  wir  die  fünf  Gleichungen: 

Qo  =  fi<h) ,    Qi  =  /"(«.) ,    Qo  +  Qi («.  -  «>)  +  Q-Ä".  - o,y  =  /■(«.), 

^0   +    Öl  («3  —  «0   +   ^2  («3  —  «■)'  1  =  /Y      ^ 

+    Ö3(«3  -  "^y  («3  -  «2)   +    Ö4(«3  -  «0^  («3  -  0,7      1  ^^"'^  ' 

aus  denen  sich  successive: 

X)         (g,  -  «.)  {  f '("1)  +  /•'(«.)  ]  +  -^  A".)  -  /•(«.) } 
^8"~  (a..-a.)» 

*         («8  -  o,)''(aä  -  «sF  "•      (»3  — «i)'(«s  —  «.)'  («3  —  «!)■(«!  —  ".)' 

Aoi) rK) 

("s  —  «i)'K  —  «1)        K  —  a2)'K  — o») 
ergiebt. 

Bei  einer  solchen  successiven  Bestimmung  der  Coefficienten 
Vo!  Qi'  ft)  •  •  -7  *?"  — 1 
überzeugt  man   sich  leicht   davon,    dafs   den  Bedingungen  (2)   eine 
und    nur    eine    ganze    Function    -F(^)    von    (n  —  lyem    oder   nie- 
drigerem Grade  genügt. 

Denselben  Bedingungen  (2)  genügen  zwar  noch  viele  audre  ganze 
Functionen  F(z)]  diese  sind  jedoch  nicht  vom  (w — 1)'''",  sondern  von 
höhei'em  Grade. 

Die  Differenz  zwischen  irgend  einer  solchen  Function  und  der  nach 
der   angegebenen   Regel  gebildeten   ganzen    Function  F{z)   mufs  durch 

(0  —  ff,)«'(^  —  a.,)"^ . .  .  (^r  —  ff,,,)",,, 
teilbar  sein. 

Folglich  hat  man  zur  Bildung  der  ganzen  Function  F{z)  möglichst 
niedrigen  Grades  nur  irgend  einen  allgemeinen  Ausdruck  einer  ganzen 
Function  (w  —  l)'""  Grades  von  z  ,:u  nehmen  und  dann  die  Coefficienten 
dieses  Ausdruckes  aus  den  Bedingungen  (2)  zu  hestimmcn. 

Zur  Erläuterimg  des  Gesagten  wollen  wir  einige  specielle  Fälle 
genauer  betrachten. 

Erster  Fall  (die  Taylor'sche  Formel). 
Es  sei: 

»(=  1 ;     ß,  =  w  ;     «j  =  a. 

1* 


Erstes  Kapitel. 


In  diesem  Falle   reduziert  sich   das  System  (1)  auf  eiue  Colomie; 
zur  Bestimmung  von  F{z)  haben  wir  also  die  Bedingungen: 

F(a)  =  /•(«) ;     F'{a)  =  /'(«) ;  •  •  • ;  F'— '(«)  =  /•"—'(«) 
Nach  der  Taylor'schen  Formel  erhalten  wir  somit: 


{z-a) 


{z-ay 


F{z) =/■(«)+ '-^-^  f'ia) + '^-^~  na)  + . .  •  +  ;;-■;;._,)  /^-«k«)-  (4) 

Zweiter  Fall  (die  Lagrange'sche  Formel). 

Es  sei: 

m  =  n ;     a,  =  «._,  =  •••  ^  «,„  ==  1 . 

Hier  reduziert  sich  das  System  (1)  auf  eine  Zeile;  dementsprechend 
haben  wir  zur  Bestimmung  der  Function  F{z)  die  Bedingungen: 
F{a,)  =  f{a,) ;     F(a,)  =  f{a,) ;...-,  F{a.„)  =  f{a^). 
Mit  Benutzung  der  Formel  von  Lagrange  erhalten  wir  also: 

F{z)  =  ZJ{a,)  +  Z/(«,)  +  ■  •  •  +  Z„,/-(«".:i,    1 
worin: 

(z  —  a,)(0  —  aj  .  .  .  (ä  —  a,„)  =  a{e), 

(^  — a.)oo'(a,.)" 

Dritter  Fall. 

Es  sei: 
a,  =  «2  ^  •  •  •  =  «i  =  2;      «i  +  i  =  «i-j-a  =  •••  =  «,„  =  1 ;      A -(-  m  =  «. 

Das  System  (1)  reduziert  sich  auf  zwei  Zeilen;    wir  erhalten  also 
für  die  Function  F[z)  die  Bedingungen: 

F(a,)=f{a,),.-,F{a,)  =  aa,),   F(a,^,)  =  ^0,^,). . . . ,  F(a„)  =  /-(a„), 
F'(a.)=r(a,),...,F'(aO=r(fl*)- 

Wir  bilden  mm  zuerst  die  Function: 

■foW  =  -^./'(«i)  +  ^JM  +  ■■■  +  ^"./-(«„O 


(5) 


t^obei : 


^.—  ^ 


a)(5) 


(z  — a,.)a)'(a.) 


(6) 


C3(£)  =  («  —  fl,)  (£  —  rtj)    .    .    .    (^  -  -  rt,„) 

ist;  dann  setzen   wir: 

F(:)=^F,,(c)  +  co[z)-&(z). 

liier    ist  ö(z)  eine    mibekunnte    gaii/.e    Fmution    von   .:,    die    folgenden 
Bedingungen  genügen  mufs: 

/•'(«*)  =  -?•'«'("/) +  ü)'(««)0(a,), 


§  2]  Interpolationsformeln.  5 

d.  h.  es  ist: 

Somit  ist  nach  der  Lagrange'schen  Formel: 
& (^)  =  U,  { f'ia,)  -  F; (a J  1  +  C/,  { ^' («3)  -  i'V  (fl,) }  +  •  •  • 

+  f/.{r(«*)--p'o'(«A.)), 

worin  allgemein: 

jj "il^i"  "t+i)(aj-a^+2)- •■(«,-« J 

*^>         (2  -  o,.)  { <»'  (o/l '-  {z  -  «-,+i)  («  -  a^^^)  ...(z-aj  ^') 

ist. 

Andrerseits  erhalten  wir,  die  Ableitungen  von  F^(z)  nach  z  bildend: 

wobei 

ist.     Indem  wir  hier  der  Reihe  nach 

5  =  rt,  ,    «2  ,     .  .  .  ,    «* 

setzen,  können  wir 

K'(."i),  K{(h),  ■■■,  F^iflK) 

berechnen. 

Es  ist  hierbei  wichtig,  zu  bemerken,  dais 

-fo'(«.);  Fö{"'^>  ■■■,  -P'o'C«*) 
in  Bezug  auf 

lineare,  homogene  Ausdrücke  sind  und  die  Ableitungen: 

r(«o, /"'(«ä),  •••,/"(«o 

überhaupt  nicht  enthalten. 

Wir  können  sonach  —  ohne  auf  weitere  Umformungen  einzugehen  — 
folgende  Formel  aufstellen: 

=  ^1  fM  +  y,  /■(«2)  +  •  •  •  +  F,„  /■(«„,)  (8) 

Hierin  sind  die 

ganz  bestimmte  Functionen  von  ^,  welche  von  den  Werten  der 

f(."l),    /'(«2),    •  •  ■,  A'^".);        /"(«l',    /■'(«2);   ■■■>   /■'(«*•) 

gänzlich  unabhängig  sind. 
Die 

ü,,  U„  ...,  ü-. 

bestimmen  sich  dabei  aus  Formel  (7). 


6  Erstes  Kaiiitcl.  |§  2.  3. 

Für 

fc  =  2,     m  =  0 
erhalten  wir  z.  B.: 

^"o  W  =  a^i  A«:)  +  „^  /•(«.),     ^V(^)  =  «^  +  „^ 
"^  ''         (rt,  —  fij)'  'VI'''     (a, — a,)'  '   ^  ^' 

_  (z  — a,){(a, -n,)'  — (2g-a,-o,)(z-a,)}  ^,^  ^^   ,   {s— ",)(:  —  ",)' ff„  \ 

-  —     -        W^^^f'  '  ^"' >  +    («.-",)•    ^  "^"'^ 

(z-fl.)  {(a,-a,)'  — (2g— g,— a,)(2-a,)}    .,     .       (z -  g,)'(g-  ".  V r«  ^ 

=  (l,i°i)T-^£;---ft«.)  +  ('-".)/x«,)l 

Vierter  Fall. 
Es  sei: 

m  =  2;    a,  =  fl;    «^  =  i;    «,  =  «;     «2  ^  /5- 
Wir  setzen: 

■^-1  ^  (z  —  a)'  •^^  -Bi  («  —  fc)' 

]  =  0,  1,  S,  3,  . . . ,  o—  I  il-  =  0,  l,  2,  3, 1—1 

und  erhalten: 

l</z'  (z-&y'l'=a        (<J-6>*         '    (0  —  6)'*+" 

g  _  U*    /(z)   1  /'*'W      ^  /•<*-"(*)     I 

*  °°  lrfz*(z-a)''i'=*       (6-0)"  (i_o)''+»"'' 

i^  ;{.     Wir  kehren  nun  zu  unsrer  allgemeinen  Betrachtung  zurück 

uDil   wmIIcii  den  Fehler  der  Nüherunf/sf'ormel 

fix^  =  F(x) 
abschätzen. 

Zu  fliesem  Zwecke  bilden  wir  eine  neue  ganze  Function  n"°  Grades 

VOM   :: 

</)(;)  =  F(z)  -|-  K(i!  —  (l^)'^•{Z  —  rtj)"'  .  .  .  (e—  n,„)"m. 

Die  Constaiili'   A'  wiilili'ii   wir  ilabei  so,  dafs  die  Gleichung 

fi^x)  =  <J>(.r)  =  F(x)  +  A'(x  —  ff,)"'  (■»••  -  O).)"'  •  •  •  C-^"       ««)"'" 
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gilt,  aus  welcher  sich 

j^_  fix)  -  F{x) 

ergiebt. 

Bezeichnen   wir  mit  A  die  gröfste  und  mit  B  die   kleinste  unter 
den  Zahlen: 

SO  sehen  wir,  dafs  die  Gleichung 

'    /■(^)=^(^) 
innerhalb  der  Grenzen  z  =  B  und  z  =A  wenigstens  {n  -f  1)  Wurzeln 
besitzt. 

Folglich  hat,  iunerhall)  derselben  Grenzen  z  =  B  und  z  =  A,  nach 
dem  Satze  von  Rolle 

die  Gleichung  /'  {£)  =  <J>'  (z)  wenigstens  n  Wurzeln, 

r(z)  =  0"(z)  „  n-l 

/■'"(-')  =  *"'(^)  „  n-2 


»  » 


die  Gleichung  P"\z)  =  <P''"\z)  wenigstens  1  Wurzel. 

Indem  wir  eine  der  Wurzeln  der  Gleichung 

welche  zwischen  A   und  B  liegen,   mit  |  bezeichnen  und  berücksich- 
tigen, dafs 


(pM(z)  =.  1.2. 3...  n.K 
ist,  kommen  wir  zu  dem  Resultate,  dafs 

K 


/'"'(l) 


ist. 

Demnach  ist  drr  Fehler  der  Näherungsfonnel: 

fix)  =  Fix) 
gleich 


worin  |  irgend  eine  mittlere  untei-  den  Zahlen 


öl?   ".'?   ":i>   ■  ■  ■>   "'">  ^ 


bedeutet. 

Mit  andern  Worten  heifst  dies: 

Wir  können  die  Näher ungsfor^nel  (3)  durch  die  exacte  Formel: 


*)  Alle  Zahlen  in  uusern  Betrachtungen  setzen  wir  stets  als  reell  voraus. 
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fix)  =  F{x)  +  '- '^ ^ 

.{X- 

_j^  /•(-)(6) 

(9) 

ersetecn. 

Wenden  wir  dieses  Resultat  auf  die  früher  betrachteten  speciellen 
Fälle  an,  so  finden  wir,  dafs  der  Function  (4j  die  Formel: 

/W =/•(") + " 7 "/'(«) + ••  ■ + ,5f(£) /"*-"(«) + fi^- 'ü /■^"'(^^'  (10) 

der  Function  (5)  die  Formel: 

i=I,S,  3,  ...,rn 

und  endlich  der  Function  (8)  die  Formel: 
fXx)  =  F,{x)  +  a>(x)@ix) 

^  {x-a,r(x-a,y  . . .  (x-a,nx-a^,) . . .  (x-aj  ^^^^^^         ^^^^ 

entspricht. 

I,  t;,  t,  bedeuten  hierbei  unbekannte  Zahlen,  vuu  denen  die  erste, 
I,  zwischen  a  und  x  und  die  beiden  ajideru,  i;  und  i;,  zwischen  dem 
gröfsten  und  dem  kleinsten  Werte  der  Zahlen 

liegen. 

§  4.  Wir  wollen  nimmehr  noch  die  Fälle  betrachten,  in  denen 
für  die  gegebenen  Gröl'scn  (1)  eine  bestimmte  Reihentolge  fest- 
gesetzt und  in  denen  die  Zahl  der  Gröfsen  in  unser  Belieben  gestellt 
ist,  so  dafs  ^vir  uns  auf  die  erste,  oder  die  zwei,  drei  u.  s.  w.  ersten 
unter  den  vorgegebenen  Werten  beschränken  können. 

In  solchen  Fällen  ist  es  nützlich,  die  Intcrpolationsformcl  so  zu 
schreiben,  dafs  man  bei  Hinzunahtne  neuer  gegebener  Gröfsen  nur  neue 
Glieder  hinzuzufügen  braucht,  ohne  die  vorhergehenden  ändern  zu  müssen. 

Zur  Erläuterung  des  Gesagten  gehen  wir  zuerst  näher  auf  den 
Fall  ein,  dafs  der  Reihe  nach 

gegeben  sind. 

Der  eiits])rt'clu'iuli'  ;\u.><(lru('k  (i)  für  F(z)  ist  alsdann  in  der  ge- 
wünschten   h'iinii  dargestellt. 

Bei  einer  gegebenen  Gröfse  wird: 

F{z)^f{a), 
bei  zwei  gegebenen  Gröfsen: 

i'V)  =  /\a)  +  '^r(«), 
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bei  drei: 

F{z)  =  /•(«)  +  "^  /"(«)  +  ^-^  /•"(«) 
u.  s.  w. 

Die  Zahl  der  Glieder  in  Ausdruck  (4)  ist  gleich  der  Zahl  der 
gegebenen  Werte;  bei  Hinzunahme  neuer  gegebener  Gröfsen  braucht 
man  zu  diesen  Ausdrücken  nur  neue  Glieder  hinzuzufügen. 

Nehmen  wir  an,  dafs,  entsprechend  der  unendlichen  Reihe  der 
Zahlen: 

^1  ;    '^ij    ^3!    ■  ■  ■  }   ^»  J    •  •  • 

der  Reihe  nach: 

fici),  /K'),  fi^i),  •■■,  fM,  ... 
gegeben  seien. 

Die  entsprechende  Function  I'\s)  kann  alsdann,  bei  »i  gegebenen 
Gröfsen,  mittels  der  Lagrange'schen  Formel  (5)  bestimmt  werden. 

Diese  Formel  hat  nun  aber  eine  solche  Gestalt,  dafs  man  bei  Hin- 
zunahme neuer  gegebener  Gröfsen  nicht  nur  neue  Glieder  hinzufügen, 
sondern  die  frühereu  auch  ändern  mufs. 

Sie  giebt  z.  B.  bei  einer  gegebenen  Gröfse: 

bei  zwei: 

F(e)  =  f{a,)  ^^^^  +  f{a,)  ^^^^ , 
bei  drei: 

u.  s.  w. 

Wollen  wir  sie  so  umformen,  dafs  unsre  Bedingung  der  Unver- 
änderlichkeit  der  Glieder  erfüllt  wird,  so  ist  es  notwendig  —  aber 
auch  hinreichend  —  die  Function  F{£),  die  den  n  gegebenen  Gröfsen 

f(«.),  /(«,),  ...,/■(«„) 
entspricht,  in  folgender  Gestalt  darzustellen: 

F{z)  =  (?o  +  ei(^  -  «1)  +  ft  (^  -  «1)  {3-a,)  +  --- 

+  ön-i(2  — «i)(2  — «2)  .  .  •  (^  — a„_i);  (13) 

hierin  sind  die  Coefficienten : 

Vo)    Q\}    ^2)    •  ■  ■!    Qn  —  l 

von  2  unabhängig. 

Alsdann  ist  bei  nur  einer  gegebenen  Gröfse: 

die  zweite,  dritte  u.  s.  w.  hinzunehmend,  müssen  wir  entsprechend  die 
Glieder 
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^,(>  — a,);     <?j(2  — a,)(«  — flu);     u- s.  w. 
hinzufügen. 

Die  Coefficieuten : 

ergeben  sich  hierbei  aus  den  Gleichungen: 

/"(a.)  =  <?o 

A««)  =  <?o  +  '?i(«2-«.) 

/'K)  =  öo  +  QiiPi  ~  «i)  +  '^jK  —  «i)(«s  —  «s"» 

A««)  =  'i^o  +  Qi{an—a,)  -\ 1-  C^„   ,(a„  -  a^){a„  —  a^)  . .  .  {a„  —  «„_,). 

Um  diese  Gleichungen  zu   lösen,   führen  wir   folgende  Functionen 


von  .:  ein: 


/«(^)=/'W 


/•n-.W  = 


/■„_2(2)-/„_  2  («„_,) 


(14) 


(«-a,_l) 
Dann  ist: 

=  ^(al)  +  (^  -  «i)/'i(a2)  +  (^  —  «i)(^  -  a2)/"s(«s)  +  ;  •  " 
-|-  {z  —  o,)(2  —  ajj) .  . .  (.-  —  a„_8)/;_2(a,_i) 

+  («  —  0|)(*  —  «2)  •  ■  ■  («       n,_,) /;_,(£) 
und  dementsprechend: 

/(«.)= /o(«.) 

/■(«s)  =  ^C«l)  +  («2  -  ai)A(«i) 

f{<h)'=foifld  +  («3  -  «iVilOi)  +  («;.   -  "1)  («3  —  «2)  AK) 

/■(«n)  =  /o(«.)  +  («.  -  ai)/i(a2)  +  («-.  —  «i)  («-  —  "s)/i^«3)  H 

-f-  (a„  —  a,)  (a„  —  a,)  .  .  .  (a,  —  ff„_i)/',_i(a,). 

Durch  (legenüberstellung  dieser  Gleichungen  und  derjenigen  für  die 
Coefficienten  Q  erhulien  wir  die  Formeln: 
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Andrerseits  leiten  wir  der  Reihe  nach  folgende  Formeln  ab: 

/»W        («-a,)(a-a2)  "T"  (a,-a,)K-«)  ~i~(ni-as)(a,-^) 


.       .  N Af) 


j A"„_i) f(a,) 


/;_i(n„)= 


K-«i)K-"2)  •  •  •  ("„-«„-1) 


/'(»n-l)  ,    _,  /•(«.) 


(16) 


Es    sei  beiläufig    bemerkt,    dals,    wie   ersichtlich,    Qk—i    von    der 

Reihenfolge  der  Zahlen 

rtj ,  flj ,  .  .  . ,  «ti 
unabhängig  ist. 

Die  gefundenen  Formeln  wollen  wir   nun   auf  den  speciellen  Fall 
anwenden,  dafs: 

flj  =  a,     «2  =  a  +  /«,     «3  =  a  +  2Ä,  . .  .,  a,  =  a  +  ("  ~  !)''>  •  •  • 
ist,  wobei  a  und  /*  gegebene  Zahlen  sind. 
In  diesem  Falle  ist: 

Z'oK)  =  /■(«) 

1 .  2¥f,(a,)  =  /•(«  +  2/0  -  2 na  +  /i)  +  /-(a) 
1.2. 3ÄY3 (a,)  =  /(rt  +  3/0  —  3f{a  +  2/i)  +  3f{a  +  /»)  -  /■(«) 

1 .2. ..(« -  l)7t"-V;_,(«„-)  =  /•(«  +  ^«  —  1  /')  -  't^^  A«  +  '«  -  2)/*} 


+  ^-^^^1^^  f(a  +  (n  -  3)  A) +  .-  + /■(«). 


Wir   gelangeti   so   zur    Newton'scJien  Formel   für   die   Interpolation 
durch  äquidistanie  Intervalle: 

f{x)  =.  G^  +  G,{x  —  a)  +  G^{x  -■  a){x  —  a  —  h)  ^ 

+  Gn-\(x  —  a){x  —  rt  —  /»)...  (a:  —  CS  —  (n  —  2)/i), 
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in  uelcker  allgcnmn: 

1.2...  fcÄ*Gt  =  f{a  +  kh)  —  ^f{a+  (h  —  !)/() 

+  *^*-2'V(«  +  (/'■  -  270  +  .  . .  +/•(«) 
ist. 

Aus  iloii  allgemeinen  Betrachtungen   folgt,  dafs   der  Feiiler  dabei 

gleich 

(a;  —  o)  (a;  —  g  —  /i) . ■ .  (x  —  g  —  (n  —  li/i)  y(„)/t\ 
1 .  2  . . . n  I      \^) 

ist. 

Hierin   bedeutet  |  eine   mittlere  Zahl  zwischen  der  gröfsten   und 
der  kleinsten  unter  den  Zahlen: 

rt;    «  +  /';    "  +  ^/';  ...•,«  +  ("  —  1)/';  •^■■ 

Der   Ausdruck    „Interpolation    durch    äquidistaute    Intervalle"    be- 
deutet, dafs  alle  Differenzen: 

"s  —  Ci  ■)     «3  —  (''2 ;     ''i  —  «3  5  •••;"-•  ~  ""-» 


einander  gleich  sind. 
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Zweites  Kapitel. 
Endliche  Differenzen  verschiedener  Ordnungen. 

§  5.  Wir  gehen  nun  dazu  über,  zu  zeigen,  wie  man  in  der 
Newton' selten  Formel  die  Berechnung  der  Coefficienten  auf  successive 
Subtradion  mrücJcführen  kann. 

Zu  diesem  Zwecke  bilden  wir  durch  successive  Subtractiou  folgendes 
System  von  Werten*): 

/■(«)        ,/■(«  +  /*)-    /■(«)    '=^im,  zlf{a^h)-z]f{a)=d^f{a),  J%a)... 
f{a+h)  ,  f{a+2h)-f{a  +  h)=Jf{a+h),  ^'f{a+h),  ^^f{a+h)... 

f{a-}-2h),f{a+3h)-f(a-\-2h)==Jf{a-\-2h),  ^J(a+2h),  .  .  . 

f{a+Sh),f{a-{-4h)-f(a-\-3h)=^^f(a-\-3h),  .  .  . 
/■(«+4Ä),  ... 


Zur  Abkürzung  setzen  wir: 

/•(.  +  h)  - 

^f{z  +  h)  - 

^^-f{z  +  h)  - 


m  =  jf{z) 

^f{z)  =  A'fiz) 


^"^  V'(2  +  '0  —  ^"-'fiz)  =  zJ"f{z) 


(18) 


Dabei  verabreden  wir,  die  Ausdrücke 

Jflz),     zl-^f{z),     ^^f{z),  .  .  . 
endliche  Differenzen  oder  einfach  Differenzen  erster,  resp.  zweiter,  dritter,  etc. 
Ordnung  von  f{z)  zu  nennen. 

Mit   Benutzung   dieser   Ausdrucksweise   können   wir    sagen,    unser 
System  (17)  enthält: 

in  der  ersten  Colonne  die  successiven  Werte  der  Function  fi/)] 
in  der  zweiten  Colonne  die  entsprechenden  Werte  der  ersten  Differenz  ^f{z) ; 

in  der  dritten  Colonne  die  entsprechenden  Werte  der  zweiten  Differenz  zl  '^f{z) 

u.  s.  w. 
Wir  bemerken    dabei,    dafs    die   Differenz    m'®'  Ordnung  von  f{z) 
gleich  der  ersten  Differenz  der  Differenz  (w  —  l)'*'  Ordnung  von  f{z)  ist: 

J"f{z)  =  ^J"-^t{s)  =  ^""Vi^  +  '0  -  ^"-^fiz). 
*)  Jede  Colonue  dieses  Systems  wird  aus  der  vorhergehenden  genau  so  ge- 
hildet,  wie  die  zweite  aus  der  ersten. 


(17) 
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Aus  dieser  Gleichung  läl'st  sich  leicht  die  noch  allgemeinere: 

ableiten,  in  der  «  und  fi  beliebige  positive  ganze  Zahlen   bedeuten. 

Jetzt  können  wir  zeigen,  dals  sich  die  Coefficienten  der  Newton'- 
schen  Formel  nur  durch  constante  Factoren  von  den  Gliedern  der 
ersten  Zeile  in  Tabelle  (17)  unterscheiden;  es  ist  nämlich: 

0  ~  '  -     '  '  —    1  ./(  '         -         1  ,'2/i''         ■^  —  1.2.3.7»"  ■  ■  ■ 

All  diese  Gleichungen  sind  als  specielle  Fälle  in  folgender  Gleichung 
enthalten : 

^Y(.)=/-(^  +  A-/0-  ;■  A^+iA— l;/0  +  '^f^V(^  +  ii— 2)/0-- 

+  (-  i)YW,  (UO 

in  welcher  k  eine  willkürliche,  positive,  ganze  Zahl  bedeutet. 

Was  die  Gleichung  (19)  anbetrifft,  so  ist  es  leicht,  sich  für  /.  ==  1 
und  /;  =  2  unmittelbar  von  ihrer  Richtigkeit  zu  überzeugen;  es  ist 
nämlich: 

^f(z  +  h)  =  fiz  +  2/0  -  fiz  +  h) 
A'l\z)  =  JJlz  +  h)  -  Jf{£)  =  f{z  +  2h)  -  2f{z  +  /,)  +  f{z). 

Femer  aber  müssen  diese  Gleichimgen,  sobald  sie  für  irgend  einen 

Wert  von  /.■: 

/.•  =  m 

gelten,    auch    bei    Vermehrung   von  /.    um    1    ihre   Gültigkeit   behalten, 
da  in  diesem  Falle: 

j-'f{z)      =        fiz^mh)- '"  f{z  +m  - 1)/.)  +  "^"^-/  (-^ +C'M  -2)/.)... 

^"'r{z^h)=l\z  +  m  +  l)/0  -  ~  f{z  +  mh)  +  "'^;""-^  f{z+  j„  - 1 ,/,) 

m(m  —  1)  (m  —  2)  ,,,     ,  „  , . 
Tihi '({e  +  ^»i  —  2)h)... 

/!•'•  + '  i{z)  =  J'"f\z  +  h)  —  zl"'f{z) 

=/(r+(w+ 1 ,/»)-(';' + 1)/\£+ „,/,)+';'('" ^- '+ i)/v+u«- 1 )/')  -  - 

=fiz-\-im+ 1)/0  -  "'  +  V(^+»'/0+  ^'"tpri"  +  i>n- 1  '!>)- ... 

••-f(-i)"*+YW 

ist. 
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Addiert  man  also  zu  Ic  immer  eiue  Eins  hinzu,  so  überzeugt  man 
sich  leicht  von  der  Richtigkeit  der  Formel  (19)  successive  für: 

Ä;=  1,  2,  3,  ..  . 
d.  h.  allgemein  für  jeden  positiven  ganzen  Wert  von  1i. 

Mittels    der    somit    bewiesenen    Formel    (19)     können    wir    die 
Newton' sehe  Formel  mit  dem  Bestgliede   in  die  Form  bringen: 

f{x)  =  f{a)  +  ^.^/•(a)+  (^-°H^^-"-^)  ^ Y(«)  + 

1   (.r — a\(x — a — li)Lr — a — 2Ä)    ,,„-   -   ,       .  (x — a)f.x — a — h)...(x — a— (« — l)h)   .  ,,,   , 
-'-  -z/7(rtjH h ^ ■^"l{a) 


1-2. 3Ä»  '^    "  1.2...7jr 

{x—a){x — a — h)...{x—a — nh) 


/(n+.)(|), 


'  1.2...(»i  +  l) 

worin    ^    wieder    eine    mittlere    Zahl    zwischen    der    gröfsten    und    der 
kleinsten  unter  den  Zahlen: 

a,  a  -\-  nh,  x 
bedeutet. 

§  6.     Aus  der  Newton'schen  Formel  (20)  läfst   sich  nun   weiter 
leicht  ableiten: 

/•(« + wo=r(.)+ ';  ^/■(«)+ '^-^>z/y(«)+ -(--^)("-^)^3^(,)+...  1 

1(21) 

...  +  ^z?»-Y(«)  +  ^''/-(«),  1 

eine  Formel,  die  man  auch  unmittelbar,  unabhängig  von  der  Newton'- 
schen Formel,  beweisen  kann. 

Zu  diesem  Zwecke  leiten  wir  aus  den  Formeln: 
f{z  +  h)  -  f{£)  =  Af{z) 
f{z  +  2/0  -  f{z  +  li)  =  Af{s  +  h) 

Af{z  +  h)  -  Af{z)  =  A'fiz) 
folgende  ab: 

f{z  +  h)  =  f{z)  +  Jf{z) 

Af{z  +  h)  =  Af{z)  +  A'^fiz) 
f{z  +  2/0  ==  f{z  -f  h)  +  Af{z  +  h)  =  f{z)  +  2Af{z)  +  A'f(z), 
die  Formel  (21)   auf  diese  Weise  für  w  =  1    und   w  =  2  verifizierend. 
Durch  fortgesetzte  Addition  von   1  zu  w  können  wir  sie  wiederum 
für  alle  positiven  ganzen  Werte  von  n  erweitern,  da  wir  aus: 

f(z+nh)==fiz)  +  ^Af{z)-j-'^^^AY(^)  +  -  +  ^"f(^) 
und 

Afiz+nh)==  Af{z)+         ^z/Y(^)  +  ...+  -;'z/Y(~')+^"+V(^) 

durch  Addition  leicht  folgende  Gleichungen  ableiten  können: 


(20) 
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f{z  +  (,n  +  \)h)=f{z  +  nh)  +  z//"!.«  +  nh)  = 

Indem   wir  uuii   iu  Formel  (21)  uacheiuaiider  n  gleich: 

0,  1,  2,  .  .  .,  J(  —  1,  » 
setzen,  erhalten  wir: 

fia)  =  f{a) 

f{a  +  h)    =/-(a)+^/-(a) 

/•(«  +  2/0  =  f(o)  +  '2^f(a)  +  J'-f(a) 

f(a  +  nh)  =  /•(«)  +  "  ^A«)  +  "^'i';^  '^  ^  Y(«)  +  •  ■  •  +  ^"/"W- 
All  diese  Gleichungen  sind  iu  der  einen  Gleichung: 
fia  +  mh)  =  /•(«)  +  7  ^f{a)  +  »^^^i-^  z/ V(a)  +  ■  •  • 

enthalten,  in  welcher  wi  Null  oder  jede  beliebige  positive  ganze  Zahl 
bedeutet,  die  nicht  gröfser  als  n  ist. 

Mau  ersieht  hieraus,  dafs  die  ganze  Function: 

F{z)  =  /■(«)  +  -1----"  z//(a)  +  (--")(— --ZJ)  ^  Y(«)  +  •  - 

(g  -  o)  (g  -  g  —  h)  ■  ■ .  (g  —  g  —  (n  -  l)ft)  ^,  .v^n 
"*"  1.2...»./i"  '^  ^ 

mit  der  Function  f(z)  für 

z  =  a ,     a  -j-  h ,     a  -\-  2li ,   .  .  .,   a  -\-  nh 
zusammenfällt. 

Setzen  wir  also: 

fix)  =  Fix), 

so  kommen   wir  wieder  zur  Newton'schen  Formel. 

§  7.     Bei  der  Bilduug  der  DiflFerenzen  einer  Function  wollen  wir 
folgenden  sehr  einfachen   Satz  berilcksichtigeu. 

Wenn: 

fiz)  =  c,  9,  iz)  +  c,,p,iz)  +  •  •  •  +  ay.  w 

ist,  wobei 

(7, ,  Cj ,  . .  . ,  Vi 

constante  Zahlen  sind,  so  ist: 

^fiz)  =  f^//  ip,iz)  +  C,J  9, f.')  + . . .  ^-  G^  9.(«) 
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und  allgemein: 

J"t\z)  =  C,  zl"cp,{2)  +  C,Zl''cp,{0)  +  ■■■  +  C\A''q>,(z). 
Es  sei  nun  f{z)  irgend  eine  ganze  Function  n"'"  Grades  von  z: 

f{z)  =A,z"  +  A,z"-^  +  A,z—-'  -i h  J„_i^  +  A,. 

Dann  ist: 
^f{z)^A,  { {z+hy-z^'  ]  +A,  [  iz^hy-'-z'-' }  +  ••+^.-1  { {^+h)-z\ 
^A^[nhz''-^+'^}^h^z^-^+-]+A^[{n-\)liz---'+--]  +  --- 

=^A,n}iz--^-V[^^^¥A,+  {:n-\)hA,y-^  +  ---, 

d.  h.   die   erste    Differenz    einer  ganzen  Function  w'°°    Grades 
von  z  mit  dem  höchsten  Gliede: 

A^z" 

reduziert    sich    auf    eine     ganze    Function    \n  —  l)'"^"    Grades 
von  z  mit  dem  höchsten  Gliede 

Geht  man  weiter  von  ^fiß)  zu  den  höheren  Differenzen: 
AUlz)  =  d  Jf{z) ;     J-^f{z)  =  A  A'f{z) ;  ... 
über,  so  überzeugt  man  sich  leicht  davon,  dafs  folgender  Satz  gilt: 

Wenn  f(z)  eine  ganze  Function  n"°  Grades  von  z,  mit  dem  höchsten 
Gliede 

hedeutct,  so  ist  A"'f{z)  hei  m  <  n  eine  ganze  Function  (n  —  »»)'°°  Grades 
von  z,  deren  höchstes  Glied 

A^nln  —  1)  ...  (n  —  m  +  Oä"«"-'" 
ist;  bei  m  =  n  geht  A"'f{z)  in 

Ao.1.2  .  ..n.h- 
und  endlich  bei  m  >  «  geht  z]"'f(z)  in  Nidl  über. 
In  dem  specielleu  Falle,  dafs: 

f{z)  =  {z  -  b){z-h  -  h){z  ~b  —  2h)  ...iz—  h-n  —  \:l,) 
ist,  wobei  b  irgend  eine  gegebene  Zahl  bedeutet,  erhalten  wir: 

A{z-hyz-h-h)...{z-b-{n-\)h)={z+h—b){z  —  h)...{z  —  b  —  {n—2)h) 

—  {z-h){z-b-li)...{z-b  —  {n-\)h) 
=^nh{z~b){z—b—h)...{z-b-(n-2)h) 

— nin-m-' ^(z~b)iz-b-h)...{z-b-{n-5)h) 

Markoff,  Differenzenreclinmig.  2 
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und  allgemein: 

^"'i^-m-l-h).A^-b-in-X>h)_  _^^^_^^^ 

fi(n-l)...(n  — m+l)/r  v  ^      v  '   /      V     / 

Hierin  bedeutet  m  eine  willkürliche,  positive  ganze  Zabl,   die  h  nicht 
übersteigt. 

Diese  Resultate  können  zur  Bestimmung  der  Coefficienten 
einiger  Interpolationsformeln  dienen. 

Als  Beispiel  wollen  wir  den  Fall  behandeln,  dafs  successive: 

/•(«),     f(a  +  h),    f{a-h),     f{a  +  2h),    f{a  -  2h),  .  . . 

gegeben  werden. 

Der  entsprechenden  Interpolatiousformel  kann  mau  dann  folgende 
Gestalt  geben: 
1{x)  =.  i/„  +  i/,  {x  —  a)-\-  H,(x  —  a)(x  —  a-  h) 
+  //j  (x  —  rt  -|-  /()  (x  —  a)(x  —  a  —  h) 
+  11^ {x  —  (i-\-  h)  {£  —  a)(x  —  a  —  h)  (x  —  a  —  2h) 
+  Hi{x-a-{-2h){x-a-{-h)(x  —  a){x-a-h){x-a—2h)-\-- 

Die  Zahl  der  Glieder  auf  der  rechten  Seite  ist  gleich  der  der  ge- 
gebenen Gröfseu.  Die  Differenzen  verschiedener  Ordnungen  bildend, 
erhalten  wir: 

^     =H,+  2IJ,{x~a)  +  ^U,ix-a  +  h){x -(,)  +  ■■■, 
ryS'    =I^,+llffÄ^-"+l')+lln,{^—c.+h){x-a)-j--, 


woraus  sich 

''„  =  /(«;)     ^'i       ~~h~'     ^2  =     1 .  2 .  Ä'    '        »  ^   1.2.8. A' '••  • 

ergiebt. 

Auf  diese  Weise  kommen  wir  zu  der  »je««!  Formel  für  die  Inter- 
))olntion  dnick  ciquidi^lanlc  Jtdirrullc: 

fix)  =  /•(«)  +  ^—^  Jfia)  +  («--X^-.-ni)  J^a„  _  h) 
welche  viel  mit  der  Newtou'schen  Formel  gemeinsam  hat. 
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Des  Weiteren  wollen  wir  nun  noch  die  Differenzen  von 

bilden,  wobei  A,  h,  a,  c  und  d  constante  ganze  Zahlen  seien. 
1)  Für 

'^^'  ""  («-l-6)(^+6  +  Ä)...(2+ft+(«  — 1)Ä) 
erhalten  wir: 


(«+6  +  Ä)(2  +  6  +  2Ä)...(z  +  6  +  «/0       {z+b)...{z+b  +  m-l)h) 
—  Anh 


^'m-- 


(2  +  6)  (Z  +  ft  +  fe)  .  .  .  (2  +  6  +  « Ä)  ' 

—  Anh  — Anh 


■(z  +  6+Ä)(«4-6  +  2fe)...(a  +  ö  +  (n  +  l)Ä)       {z-\-h)...{z  +  h +  nh) 
An{n+l)h^ 


{z  +  ft)  (z  +  6  +;,)  ...{z  +  h+(n-\-  DA) 

und  allgemein: 

.,„ ± _(-l)'Mn(ti+l)...(«+m-l)r'     ,      . 

(2+fe)(2  +  6+A)...(«+6+CM-l)/»)         {z+b)...{z-\-b  +  (n  +  m-hh)    '  *-^^^ 

2)  Für 

fiz)  =  a- 
ergiebt  sich: 

jf(z)  =  a'+''  —  a'  =  («''  —  l)a% 
^2/-(^)  =  (a"  —  l)a=  +  ''  -  (a''  —  l)«-'  =  {a''  -  Ifa' 

und  allgemein: 

j"'a'  =  (a''  —  \)'"a\  (24) 

3)  Für 

/■(0)  =  sin  {es  +  (?) 
findet  sich: 

z//'(ä)  =  sin  {cz  +  c^i  +  fO  —  sin  {cz  -\-  d)  =  2  sin  y  cos  (c2  +  V  +  '^'j 

=  2  sm  2"  sni  [cz  +  </  +       2-   j  ' 

z/ Y(2)  =  2  sin  ^  •  z/  sin  (c^  +  (^  +  ^^) 

=  (2sin^4')%in(c.+  c?  +  2^''f-") 
und  allgemein: 

z/"'sin  (cg  +  rf)  =  (2  sin  ^')"'  sin  (cz  +  fZ  +  m  ^^^)  •  (25) 

4)  Analog  erhalten  wir: 

z/'"cos  (cz  -\-  d)  ^=  (2  sin  '„  I    cos  icz  -\-  d  -]-  m    '  J""j  •  (26) 
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Wir  schliefseii  dieses  Kapitel  mit  der  bekannten  analogen  Formel 
von  Leibniz  für  den  Ausdruek  iler  Differenzen  verschiedener 
Ordnungen  des  Productes  zweier  Functionen: 

J"(p(£)t{0)  =  <p(e  +  nh)J''ilj{z)+  "  J<p{z  +  nh  —  h)zi'-'tl>{z) 
+  "^^T^  ^'<P(^  +  nh  -  2;»)  ^"-V W  +  ■  •  • 


Drittes  Kapitel. 
Znsaiiiiiienliiuig  zwisclien  IMffereiizeii  und  Diflcreiilialquolionleii. 
§  8.     Die  Taylor'scbe  Formel: 
/•(.)  =  /•(«)  +  ^-^na)  +  . . .  +  i^Z^^("-x)(a)  +  (^°^ /•<")(!) 
giebt  uns  für  x  =  a  -\-  h: 

^m = f(« + '0  -  /"(") = /'/"(«)  +  ^  /"(«) + •  •  • 

^l.'2...tn  — 1)'  '^   ''   '    1.2...n'      '^^' 

Vermittels  diese)-  Formel  drücicen  wir  also  die  erste  Differenz  ^f(a) 
durch  die  Dißhentiah/uotiejiten : 

r{a),f"ia),  ... 
aus. 

Wir   wollm    nunmehr   zur   Ahleitumj   analoger  Formeln    idiergehen, 

durch  die  wir  die  höheren  Differenzen: 

J^f{a),     J^fia),  ... 

mittels  der  Differentialquotienten : 

fi"),   f "{<•),   /""(«),  ••• 

urul  solcher,   durch  die  wir   mngeh'hrl   die  Differentialquotienten  mittels 

der  Differenzen: 

Jfi«),     J'f{.a),     ^Y(a),  ... 
ausdrückoL 

Hierbei   bemerken   wir  vor  allem,  dafs  die   (Jleichuug: 

(:  -  a)...(g-a-(n-l)/.)     .,  ..    .    ,     .-  (z -a) . .  .{z  -  a-nh) 
■^         "'l.2...n.Ä"  ^/W+^v        1.5. ..(„  +  !)         , 
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iu  der  iiiiier  K  eiue  beliebige  gegebeue  Zahl  verstaudeu  ist,  weuigsteus 
(m  +  1)  Wurzeln 

z  =  a;     a  -\-  h]     a  -{-  2li]  .  .  .;  a  -\-  nh 
besitzt. 

Es  mufs  also,  nacb  dem  Satze  vou  Rolle,  die  Gleichung: 

^^  l.2...mh"'dz"'  i\   J^    ^  1.2...nh"dg"'-  '^■' 

1.2. ..(«  +  1)^8"'       '         ^      ' 

welche  man  aus  der  vorigen  durch  »»-fache  Differentiation   nach  s  er- 
hält, wenigstens  {ji  —  m  -j-  1)  Wurzeln  zwischen  a  und  a  -J-  nlh  besitzen. 
Somit  erhalten  wir,  indem  wir 

m  ==  n     und     K  ==  0 
setzen: 

^'7(«)  =/t7  <"'(!)>  (28) 

wobei  die  unbekannte  Zahl  |  zwischen  a  und  a  -\-  tili  liegt. 

Bezeichnen  wir  ferner  mit  dem  Buchstaben  x  irgend  eine  gegebene 
Zahl,  die  aufserhalb  der  Grenzen  a  vind  a  -\-  nh  liegt,  und  bestimmen 
wir  bei  m  <  n  die  Zahl  K  so,  dafs  der  Ausdruck: 

'      ^  '  1.2...m.h"'dz'"  '^  ' 

äP'{z  —  a)...{z  —  a  —  m—\.)h).^j.,  .        -^d"\z  —  u)  . .  .  (^z  —  a  —  nix) 
~  1.2...n.h''dz^    ■  ^"  l.2...(n  +  l)dz"' 

für  s  =  X  Null  wird,   so  erhalten  wir,   indem  wir  auf  Gleichung  (27) 
den  Rolle'schen  Satz  n  —  tn  -\-  1  Mal  anwenden: 

^=^(.  +  1,(1). 
Somit  wird: 

f'-^(3)  _d'"{x-a){x-a-h}...(x-a-  (m  -  Dh)    .mf(,A    i    . . . 
'       ^   ^  1.2...m.h"'dx"'  /  W-T- 

d"'(a;-a)...(a;-a-(n-l);i)     ,^.       ,   d"'{x—a)..{x~a-uJ,)   ,„^ j, ..^    ,^^. 
"^  1.2...n.h''dx'"  ''  ■''^      1.2...(n  +  l)dx"'     '  '^^-'V'^^ 

wobei  5  zwischen  der  gröfsteu  und  der  kleinsten  der  Zahlen 

rt,     a  -\-  nh,  X 
liegt. 

Setzen  wir  in  der  letzten  Formel: 

X  ==  a, 
so  erhalten  tvir: 

h-"f>'^(x)  =  B';^J"'f(x)  -{ [-  Blz]"f{:x)  +  B»+i/t"+Y("+»(|).     (30) 
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Hierin  ist: 

B-   _M"'(^-°)U -«-/')-(-•-    ■:-»•- l)/.)l|d"'((t-l).. ■(<-■  + 1)1.   /g.x 

'"     l  i.2...tv-"'di"'  J^l        i.2...tdr       r  ^'  -^ 


(  =  0 

ll. 


%  bedeutet  irgend  eine  mittlere  Zahl  zwischen  x  und  x  -(-  /(//. 
Auf  diese  Weise  drückt  sich  der  Differentialquotient 

/■('")  (a;) 
mittels  der  Differenzen: 

^"'f{x);     J"'+^f\x);     J"'  +  Y(a;);  .  .. 
aus. 

Um  die  umgekehrte  Aufgabe  zu  lösen,  d.  h.  die  Differenzen  mittels 
der  Diflfereutialquotieuteu  auszudrücken,  betrachten  wir  die  (ileichuiig: 

a.W=/-(.)-/-(«)-^r(«)— -^P>(«)-/^rfe^)- 

Indem  wir  in  Formel  (28) 

w  statt  /",     X  statt  a,     m  statt  n 

setzen,  erhallen  wir: 

J"'c3(x)  =  /rß)<'»>(g). 

Hier  bezeichnet  der  Buchstabe  x  eine  gegebene  und  der  Buchstabe  | 

eine  unbekannte,  zwischen  x  und  x  +  nih  liegende  Zahl. 

Es  sei  nun: 

a;  >  a ;     h  >  0 

und  /"'"+*'(«)  liege  für  alle  Werte  von  e,  die  zwischen  a  imd  x-j-  nih 
liegen,  zwischen  zwei  gegebenen  Zahlen  L^,  imd  L^,  so  dafs 

Lo  <  /■("  + ')  (,z)  ^  L,     für     a^0£x  +  mh 
ist. 

In  diesem  Falle  sieht  man,  xmter  Berücksichtigung  der  Gleichung: 

(o(a)  =  (o'{a)  =  ■■•  =  «("'(a)  =  0,     (o^'-i-'\z)  =  f^"  +  '\z)  — L 

imd 

^'"(o(x)  =  Ä'»aj''">(|) 

leicht  ein,    dafs  z/"'aj(rr)   bei  L  =  r>„  eine  positive,   bei  L  =  Z/j   eine 
negative  Zahl  ist. 

Demnach  wird,  l)i'i  einem  Werte  von  L,  der  zwischen  L^  und   /<, 
liegt,  J'"(o{x)   gleich: 

-^   '  W         i.2...m'       ^"''  1.8...«'      ''*''       ■'^  1.2...(fi  +  r  ' 

gleich  Null;  wir  erhalten  also: 
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Aus  dieser  Formel  folgt,  als  sjjecieller  Fall,  für 

X  =  a: 
^"•/•(a;)  =  A'^h'"f^'"\x)  -\ \-Alh"f>\x)-{-Ä^+'h"+'f<-''+'''{r]).     (33) 

Hier  ist: 

.■     "*  /        .m'  1  »»(»»—1),        „M-  ,        , 

^^'.  -  /,/  l   1  .  2  .  . .  i  J  :,=«= i.2...i ^^^) 

und  r;  bedeutet  eine  mittlere  Zahl  zwischen  a;  und  x  +  w*Ä. 

§  9.  Die  Formeln  (30)  und  (33)  können  leicht  in  eine  symbu- 
lisclie  Form  gebracht  werden. 

Zu  diesem  Ende  leiten  wir,  uns  auf  den  Fall*) 

m  =  e' 
beschränkend,  mit  Berücksichtigung  von: 

,  _  de^  ^  tiV  ^  dV  _ 
dz         dz^         dz' 
und 

^e'  =  (e^  —  l)e%     Jh'  =  (e^  —  Ife',     J^e'  =  (e"  —  Ife',  .  . . 

aus  Formel  (33)  ab: 

(e''  —  1)"'  =  A"'h'"  +  ^"'+i;j"'+»  -j 1-  ^"  /i"  +  ^'•+iÄ"+ie''-^' 

und  aus  Formel  (30): 

A»  =  £«  (e'i  —  1)"'  + 1_  JB»  (e*  _  1)"  +  _B'>+i  /»'■+1  ev'-:r. 

Indem  wir: 

h  mit  log  (1  +  0 

vertauschen,  köimen  wir  die  letzte  Gleichung  umformen  zu: 

(iog(i  +  o)'''=5;;;^'''  +  ---  +  A;^^  +  i?»+^^"+ii^^^r^^^-'. 

Hieraus  ist  ersichtlich,  dal's  die 

^n  Jm  +  1  ^'"  +  2        ... 

m '  nt         '  m  ' 

beziehungsweise  gleich  sind  den  Coefficienteu  der 

in  der  Entwicklung  von 

(e"  -  1)""; 
und  die 

£'",     B"'+\     £'"+2    .  .  . 

beziehungsweise  gleich  den  Ooefficienten  der 


*)  Das  Symbol   log   soll   sich   auf  die  Napier'schen  Logarithmen   mit  der 
Basis  e  beziehen. 
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flu  Im  + 1  /iii  +  a 

c     ,        l  )        '  )    •  ■  • 

iu  der  Entwicklung  vdii 

llogd+Ol'" 
nach  Potenzen  von  /. 

Um    zu    den    gewiinschteu    symbolischen    Formeln    zu    gelangen, 

brauchen  wir  nur  noch 

h  K-    statt  /( ,       ^  statt  t 

uud 

*^ 

C  1   =  ^ 

ZU  setzen. 

Wir  erhalten  dann: 

/       d  \ '" 

/        A -5—  \  i»!  ^W'  +  l 

V  /         ""      dx"'^     '"  ?«"'+•  ^ 

Ä".  i^_  =  { log (l  +  ^)]  '"=  Bl  /!'"  ■\-  B'^+^  z/"H  '  -j 

c  oc 

uiiil  demeutsprechend  für  die  Formeln  (30)  und  (33)  die  symboliscJien 
Formeln: 


(33  a) 


Die  Bedeutung  dieser  Symbole  ist  aus  dem  Gesagten  klar. 
Das  Symbolische  selbst  besteht  darin,  dafs 
J,     J',     J\     J\  . .  . 

nicht  als  Potenzen   von  J,   sondern  als  Bezeichnung  der   Differenzen 
verschiedener  Ordnungen  uud  dafs 

c_        d^        c^        a* 
dx '     ^a;*'     ?x"     ga;"   "  ' ' 

nicht  als  Potenzen   der  Zahl  ^^,   sondern   :ils   Bezeichnung  dor   Diffe- 

rentialquotieuteu  verscliiedener  Ordnungen  zu  verstehen  sind. 
So  verwandelt  sich  die  Gleichung: 

*/- 
z/  =  r         —  1 

in  «HC  symboliscfie  Darstellung  der  Taylor^sclum  Formel 
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Bei  der  Ableitung  der  Formeln  (30a)  und  (33  a)  muls  mau  mit 
dieser  symbolischen  Gleichung  genau  so  verfahren  wie  mit  einer  ge- 
wöhnlichen Gleichung.  — 

Richten  wir  unsere  Aufmerksamkeit  nun  noch  darauf,  wie  man 
Diiferenzeu,  welche  einem  bestimmten  Werte  von  lt.  entsprechen,  durch 
Diiferenzen  ausdrücken  kann,  welche  einem  andern  Werte  von  It  ent- 
sprechen. 

Es  sei: 

^.Y(^)  =  z/;-7(^ -f /O  -  z/,Y(^), 


Indem  wir  nun  mit  den  symbolischen  Gleichungen: 

J^e^''-\     und     ^j  =  e  "  ^-^  -  1 
grade  so  wie  mit  gewöhnlichen  Gleichungen  verfahren,  erhalten  wir: 

d      iog(i  +  ^)       ,    a       ''11/1,   ^\ 
'j- log  (1-1-^)     Y"    t  '-j-- 


^r=je"  -lj=j(l-fz/) 

Es  ergiebt  sich  so  die  symbolische  Formel: 

^."'/■(a;)  =  {(i+^)''~ij  f{x).  (35) 

Diese  Ableitung  kann  man  natürlich   nicht  als  streng  bezeichnen. 

Man   überzeugt   sich  jedoch   unschwer   davon,    dafs   das   erhaltene 

Resultat    richtig   ist,    solange   f{x)   eine   ganze   Function    von   x   oder 

-j-  eine  positive  ganze  Zahl  ist. 

In  den  übrigen  Fällen  wird  die  rechte  Seite  von  Formel  (35) 
auf  die  Form  der  Summe  einer  unendlichen  Reihe  gebracht,  deren 
Convergenz  wir  nicht  bewiesen  haben. 

Diese  eine  Bemerkung  zeigt  schon,  dafs  die  gegebene  Ableitung 
nicht  streng  ist. 

NatürHch  raüfsten  wir  diese  Bemerkung  auch  bezüglich  der 
Formeln  (30a)  und  (33a)  machen,  wenn  wir  sie  nicht  als  den  exacten 
Formeln  (30)  und  (33)  gleichwertig  betrachteten. 


2fi 
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Als  Beispiel  diene: 


/'. 


10 


Hier  giebt  Formel  (35)  für  jede  gauze  Function  f{x)  vierten  oder 
niedrigeren  (irades  von  x  die  exacten  Gleichungen: 

J,  fix)  =  /„  ^fix)  -  4  J%x)  +  ^^  J-^f{x)  -  ^  ^ Y(x), 
•^.Y(^)  =  i^  ^ VW  --  l4  ^V(x)  +  iSo  ^V(x), 

Für  andre  Functionen  sind    die   letzten  Gleichimgeu   nicht  exact; 
bei  genügend  kleinem  li  ist  ihr  Fehler  jedoch  nur  unbedeutend. 


Tabelle  der  Wert«  für 

(,„  +  !)(,„  + 2)... /<  =  C;„ 


»=1 

»  =  2 

t  =  3 

1 

t  =  4 
1 

»  =  5 

i  =  6 

t  =  7 

t»8 

»■  =  9 

t  =  10 

m=  1 
m=  2 

1 

1 

1 

1 

1 

1 

1 
255 

1 

1 

511 
9330 

1 

3 

7 

16 

31 

63 

127 

m=.  3 

1 

6 

1 

26 

90 

301 

966 

3025 

m=  4 

10 

65 

350 

1701 

7770 

34106 

m=  5 
m=  6 

• 

1 

16 

140 

21 

1050 

6951 

42685 

— 

1 

266 

2646 
462 

22827 

1 
6880 

m=  7 

1 

88 

m—  8 

1 

36 

750 

tn—  9 
ni=.10 

1 

46 

1 
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Zur  successiveu  Berechnung  der  Zahlen: 

Cl-(m+\){m  +  2)...iAl^ 
benutzt  man  bequem  die  Beziehung 

C'  +  i  =mC''   +  C     ,. 

in  m      '  in  —  1 

Tabelle  der  Werte  für 

(—  iy-"'(m  +  l)(m  +  2)  .  .  .  iBi  =  D' 


i=l 

i  =  2 

i=3 

1  =  4 
6 
11 

i  =  5 

i  =  6 

t  =  7 
720 

i  =  8 

1  =  9 

i  =  10 
362880 

m=   1 

1 

1 

2 

2* 
50 
35 

120 

274 

5040 

40320 

m=   2 

1 

3 

1764 

13068 

109584 

1026576 

m=   3 

1 

6 

225 

1624 

13132 

118124 
67284 
22449 

1172700 

m=   4 

1 

10 

85 

735 
175 

6769 
1960 

723680 

m=  6 

1 

15 

269325 

m=   6 

1 

21 

322 

4536 

63273 

m=   7 

1 

28 

646 

9450 

m=  8 

1 

36 

870 
45 

m=   9 

1 

»1=10 

1 

Zur  successiven  Berechnung  der  Zahlen: 

DL  =  (-  1)'- "'('**  +  l)(m  +  2)  . . .  iBl 
kann  man  folgende  Beziehung  benutzen: 

D'  +  i  =  iD'   +  Z>'     ,. 

m  m     *  m  —  1 

Litteratur. 
Lagrange:    Sur  une  nouvelle  espece  de  calcul  (Oeuvres  III).  —   Memoire  sur  la 
mäthode  d'interpolation  (Oeuvres  V). 
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Viertes  Kapitel. 

H erstell II 11  g  und  lienntznn^;  iiiallipuiatisclier  Tabellen. 

§  10.     ]•]$  sei  die  Aufgabe  gestellt,   eine  Tabelle  sticcessivcr   Werte 
einer  Function  f(g): 

f{a),    /(a  +  Ä),    /•(a+2/0,    A«  +  3A),    f{n  +  U),...     (36) 

anzulegen,   wobei    die   Differenz   je    zweier  benachbarter   Werte   von  s 
gleich  einer  und  derselben  Zahl  h  sei. 

Bei  solchen  Berechnungen   ist   es   oft  nützlich,  die  Difj'eroizm  ver- 
schiedener Ordnungen : 

^f(z),     .Pf{z),     J'fiz),... 

in  Betracht  zu  ziehen,  d.  h.  das  Wertesystem  (17)  zu  bilden. 
Ist  z.  B. 

f{z)  =  lOz^  -  101  £■  —  100.-  +  1799,    a  =  0,    /<  =  1, 

so  nimmt  Tabelle  (17)  folgeiule  Gestalt  an: 


z 

/W 

^M 

^YW 

^Y(^) 

0 

+  1799 

— 

200 

-  142 

+  60 

1 

+  1599 

— 

342 

-  82 

+  60 

2 

+  1257 

— 

424 

—  -22 

+  60 

3 

+  833 

- 

446 

+  38 

+  60 

4 

4-  387 

— 

408 

+  !18 

+  60 

5 

—   21 

— 

310 

+  158 

+  60 

6 

-  331 

— 

152 

+  218 

+  60 

7 

—  483 

+ 

66 

+  278 

+  60 

8 

-  417 

+ 

344 

+  338 

+  60 

9 

—   73 

+ 

G82 

+  398 

+  60 

10 

+  ()()!> 

+ 

1080 

+  458 

+  60 

Hierin  sind  alle  Werte   von  ^''/('O  gleich   +  (iO. 

Es  ist  nun  nicht  schwer,  einzusehen,  dal's  nian    nach  der   Herech- 
nung  von 

/-(n)=  17'.l!",     z/^O)  =  —  201),     .J'AO)  =  —  142 

iillc    iiliri)^i'ii    Wcrti'   diT   'riilicllc  successivc  dinili    Ailditiou  (oder  Sub- 
tractiüuj  erhalten   kann;  et;   ist  iiiiin1l<'h: 
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z?-/-(l)=~  1J2+  60  =  —  82,  ^-/•(2)=—  82+  60=—  22, 

z/Y(3)  =  -  22+  60  =  +  38... 
z//(l)  =  -  200— 142  =  —  342,  Jf[2)^~    342-  82  =  -  424, 

^/•(^3)  =  -  424-  22  =  -  446... 
/■(!)=   1799  —  200=  1599,    /■(2)  =  + 1599 -342= +  1257, 

/•(3)  =  + 1257 -424  =  +  833... 

Indem   wir    zur   allgemeinen  Betrachtung   übergehen,  nehmen  wir 
an,  dafs  im  System  (17)  sowohl: 

f{a),     zlf{a),  ...,  J—'fia),     J-fia), 
als  auch  alle  Werte  von  /l"'^^f{z): 

zf+^fia),     ^'■+'f{a  +  h),     ^'>+^f{a  +  2h),  .  . . 

berechnet   seien.     Auf  Grund   dieser  Zahlen   finden  wir  alsdann   durch 
Addition: 

z/Y(«  +  h)  =  z/Yi")  +  ^"+Y(«),  ■  •  • 

^"-Y(a  +  70  =  z/"-V(fO  +  zl"f{a),  .  .  . 


Jl \a  +  h)  =  Jf\n)  +  ^ Y(«) ,  ^1  \a  +  2 h)  =  ^f{a  +  /*)  +  ^ 'f(a -f  /,), . . . 
/  («  +  70  =  /■(«)  +  ^fla) ,     f{a  +  2  70  =  /(«  +  70  +  ^f{a  +  70,  . . . 

Ist  f(z)  eine  ganze  Function  }i'*°  Grades  von  z,  so  wird  die  Diffe- 
renz (h  +  1)'"  Ordnung 

z/"  +  V(.?) 

für  jeden  Wert  von  z  zu  Null  und  es  genügt 

fia),     Jf{a),     J^'fia),  ...,  ^"/(a) 

zu  berechnen,  um  alle  übrigen  Zahlen  der  Tabelle  (17)  successive  durch 
Addition  zu  erhalten. 

In  diesem  Falle  läfst  sich  Tabelle  (17)  auch  leicht  nach  der  ent- 
gegengesetzten Seite  hin  erweitern  mittels  der  Gleichungen: 

z/"/  («)  =  ^]"f\a  —  h)  =  zJ"f{a  —  2h)  =  ^"f{a  —  37*)  =  ■  •  • 
z]"-'f{a  —  h)  =  zJ-'-^fla)  —  z/'7(rt  —  70,  ... 
/l^-'^f{a  -  70  =  ^"--'fia)  —  J"-'f{a  -  h),  . .  . 


Jf{a-h)  =  ^f{a)  —  ^■7(a  —  h),  ... 
f{a - h)  =  /•(«)  —  Jf(a~ 70,    f{a  -2h)  =  f[ci  -  h)  -  Jf{a  -  2 h), . 
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So  erhalten  wir  z.  B.,  weun  wir  die  früher  gefundene  Tabelle  der 
Werte  von: 

f{s)  =  10«»  —  lOlz^  —  109«  +  1799,     z//-(z),     J^f{z),     /l^f{z) 
nach  der  entgegengesetzten  Seite  erweitern: 


—  4 

-   21 

+  968 

-382 

+  60 

-3 

+  947 

+  586 

-322 

+  60 

-2 

+  1533 

+  264 

-262 

+  60 

-  1 

+  1797 

+   2 

—  202 

+  60 

0 

+  1799 

—  200 

-  142 

+  60 

z 

m 

^M 

J'f{z) 

^YW 

Die    so   gefundeneu  Zahlen   zeigen    uuter   anderem  auch,    dafs   die 
Gleichung: 

lOr"  —  101«^  —  109«  +  1799  =  0 

je  eine  Wurzel  in  den  Intervallen: 

4  bis  f);     11  bis   10;   —  4  bis  —  3 
besitzt. 

Für  andere  Functionen  f{z)  wird  der  Ausdruck 

J'+^fiz) 

nicht  Null;  er  ist  aber  oft,  hei  Idcinen  Intervallen,  so  Idein,  dafs  man  Hin 
in  den  angenäherten  Berechnungen  vernachlässigen  und  Tabelle  (17)  aus 
den  gegebenen   Werten: 

f{a),    ^f{a),     J'f[a),  ...,  J-f{a) 

genau  so  bildeti  J;ann  wie  für  die  ganzen  Functionen  m'*°  Grades. 

Um  den  Fehler  solcher  Niiherungsrechnungen  abzuschätzen, 
erinnern  wir  uns,  dafs  sie  uns  statt  /'(«)  die  ganze  Function: 

I   (g  -  g)  •  ■ .  (g  -  g  -  (n  -  i)h)  j„f(s 

^  1.2...nA"  '^  ' 

liefern,  welche  für: 

z  =  a,     (I  -\-  h,     «  +  2 /),...,«  +  H // 
mit  /\«)  zusammenfällt  und  der  Bedingung: 

J'  +  ^Fiz)  =0 
genügt. 

Dabei   ist  ilie    I  litViTen/.: 

/■(«)  -     Fiz) 
gemäfs   I''cinnel  (20)  gleich 
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(z  —  a){z  —  a  —  h)...iz  —  a  —  nh)  ,.(„  +  i,/fcN 
1.2...(n  +  l)  '  ^^^> 

wobei   §   zwischen   der   gröfsten    uud   der   kleinsten    unter    den   Zahlen 

z;     a-     a  -\-  nh 
liegt. 

In  uusrer  Tabelle  ist  die  Variable  z  successive  gleich: 

a;     a  -\-  h;     a  -\-  27«;  .  .  . ;  a  +  nh\     a  -\-  {n  -\-  1)/;;  .  .  . 
Daher    erhalten    wir,    s    mit    a  +  ^/*    vertauschend,    für    den    ge- 
nannten Fehler  den  Ausdruck: 

k{k       1).  ..(fc  — n)  7„^.j /.(„^jwi-x 
1.2,..(n  +  l)  '  '^^'• 

Hierin  bedeutet  Ic  eine  positive  ganze  Zahl  vmd  liegt  ^  zwischen 
a  und  a  -(-  Tih. 

Bisher  haben  wir  angenommen,  dafs  die  Tabellenwerte 

/•(«),     Jf{a),  ...,  zl"f{a) 
genau  seien. 

Wenn  jedoch  die  wahren  Werte  dieser  Zahlen  von  denen  der 
Tabelle  abweichen,  so  enthalten  unsre  Berechnungen  noch  einen  andern 
Fehler,  da  in  diesen  Fällen  die  wahren  Werte  von  F{z)  allgemein  nicht 
mit  den  tabellarischen  Werten  zusammenfallen. 

Wir  bezeichnen  die  Differenzen  zwischen  den  wahren  und  den 
tabellarischen  Werten  der 

beziehungsweise  mit: 

Dann  ist  die  Differenz  zwischen  den  wahren  und  den  Tabellen- 
Werten  von  F{a  -\-  Ich)  gleich: 

k         ,    k{k~l)  ,    k{k—l)...{k  —  n  +  l} 

fo  +  Y^i"+'      1.2     ^ä  i  r  1.2...W  *«• 

Weim  wir  also  alle  Zahlen  der  Tabelle  (17),  unter  Vernach- 
lässigung der  Differenzen  (w  -(-  l)*"'  Ordnung,  durch  Addition  solcher 
angenäherter  Werte  der 

/■(«),     ^fia),     ^'f{a),  ...,  ^"fia) 
herstellen,  welche  sich  von  den  wahren  Werten  um: 

unterscheiden,   so  ist  die  Differenz  zwischen  dem  wahren  Werte   von 

f{a  -\-  kh)  und  dem  der  Tabelle  gleich: 

,   -^  z-p   -i.  ^(^-^)  ,    I            <    Hk-i)...(k-n+i) 
fo  +  /^fi  +       1.2      ^2  "i 1 1.2...M ^'■ 

k(k-l)...(k-ril  ^    +,  ,-(„+lwt^ 

'        1  .  2  . . .  (n  -f  Ij  '  ^^^' 
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Es  sei  z.  U. 

/■(;?)  =  Log^  (mit  der  Basis  10),     a  =  30000,     /i  =  1; 
ferner  seien  uns  die  Niiheruugsgleichungen  gegeben: 


f'{a)  =       4,477121254         mit  einer  Genauigkeit  bis  auf 
Jf(a)=       0,00001447624      „       „  „  „      „ 


1 

10»' 

1 

10"' 


z/Y(a)=  -  0,000000000483     „        „  „ 
Wir  setzen: 

4,477121204  =  A,    0,00001447624  =  B,  0,000000000483  =  C 

f{a)-A==a„     Jfia)-B  =  e„  J'f{a)  -  C  =  a. 


^, 

{£)  =  A^B 

c^- 

a\   1  c^^""^^^ 

-o-l) 

c)  -f-  '^             1  . 

2      ' 

und  bilden  eine  Tabelle  successiver  Werte  der: 

für 

FM, 

0  + 

1,  «  +  2,  ... 

z 

F.i.^) 

^F,(e) 

J' 

'F,{s) 

30000 

4,47 

7121254000 

0,000014476240 

-  0,000000000483 

30001 

4,477135730240 

14475757 

483 

30002 

4,47 

7150205997 

14475274 

483 

30003 

4,47 

7164G81271 

14474791 

483 

30004 

4,47 

7179156062 

14474308 

483 

30005 

4,47 

7193630370 

14473825 

483 

30006 

4,47 

7208104195 

14473342 

483 

30007 

4,47 

7222577537 

14472859 

483 

30008 

4,477237050396 

14472376 

483 

30009 

4,47 

7251522772 

14471893 

483 

In  dieser  Tabelle  sind  uns  die  Zahlen  der  ersten  Zeile: 
F,  (fl)  =  A,     J  F,  (a)  =  B,     J^F,  (a)  =  C 
gegeben;  desgleichen  dif  Zahlen  der  letzten  Coloime: 

^«i'',(fl)  =  ^/»F,(fl  +  1)  =  ^■F^{a  +  2)  =  •  •  •; 
jille   iiliriifen  Zahlen   bilden  wir  «ins  successive  durch  Addition. 
Mach  dem  üesagten  ist  die  Diöerenz: 

1\a  +  k)-F,{a  +  l;) 
gleich: 
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wobei 

|>a  =  30000,    V<(~e)',     h'<(j^^\     ^2^<(2nor»r 
ist. 

Dabei  haben  wir: 

wo  M  deu  Modul  der  natürlichen  Logarithmen: 

0,4342944819  .  .  . 
bedeutet. 

Hieraus  ergiebt  sich  leicht,  dafs  der  absolute  Betrag  der  Differenz: 

Log(a  +  k)-F,{a  +  ]c) 
kleiner  als 

10»  "T"  10"  "■    i.io"  "^  2 .  10" 
ist. 

Dieser  letzte  Ausdruck  wächst  mit  A\  bleibt  aber  kleiner  als  ^xi , 

solange  h  kleiner  als  100  ist. 

Wenn  wir  also  die  begonnene  Tabelle  der  Werte  der 

bis  z  =  30100  vervollständigen  und  Log  2  gleich  Fy{z)  setzen,  so  wird 
der  Fehler  keiner  der  Zahlen 

Log  30001 ,    Log  30002 ,  .  . . ,  Log  30100 
den  Wert  — ^  übersteigen. 

Zum  Vergleiche  führen  wir  einige  Werte  von  F^  (ß)  imd  Log  z  an : 


Log  30000  =  4,47712. 12547  . . . 
Log  30010  =  4,47726.59954 . . . 
Log  30050  =  4,47784.44763  . . . 
Log  30100  =  4,47856.64955... 
Log  30200  =  4,48000.69429 . . . 
Log  31000  =  4,49136 .  16938  . . . 
Log  40000  =  4,60205.99913 . . . 


F,  (30000)  =  4,47712.12540.00, 
Fl  (30010)  =  4,47726.59946.65, 
Fl  (30050)  =  4,47784.44743.25, 
Fl  (30100)  =  4,47856.64871.50, 
Fl  (30200)  =  4,48000.68903.00, 
Fi(31000)  =  4,49135.62355.00, 
F,  (40000)  =  4,59773.60690.00. 


§  11.     Die  Tabelle  (17)  Tiann  zugleich  zur  ControUe  der  erhaltenen 
Resultate  dienen,  wenn  alle  Zahlen: 

fia),    f{a  +  h),    f{a  +  27»),  . . . 
unabhängig  von  einander  berechnet  worden  sind. 
Der  Fehler  der  Zahl 

f{a  -\-  mh) 

Markoff,  Diö'ereazeurechniiujf.  3 
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tritt  nämlich  wie  die  Zahl  «elbst  iu  dem  Ausdrucke: 

für     e  =  a  -\-  (»h  —  n)h  mit  dem  Factor  1 . 

„      e  =  a  +  (wi  —  M  +  l)/(     „       „  „       ti, 


„      z  =  a  +  (»(  —  M  +  2)/(     „ 
„      z  =  a  +  (>M  -  »i  +  i)/*     „ 


n{H-l) 
1.2      ' 


1.2... 


„      2  =  a  +  (wi  —  l)/t  „       „  „       «, 

„      z  =  a  +  mh  „       „  „1, 

versehen   auf  und   wird   wenigstens  in  den  Fällen  merklicher,    wo  die 
wahren  Werte  von  ^"j{z)  sehr  klein  sind. 

Hierbei  hat  man  zwei  Kategorien  von  Fehlern   zu   unterscheiden. 

Die  einen  Fehler  kommen  mehr  oder  weniger  in  alle  Resultate  (36) 
hinein  und  entstehen  dadurch,  dafs  wir  notwendigerweise  gewisse  sehr 
kleine  Gröfsen  vernachlässigen. 

Solche  Fehler  können  wir  nnvermeidliclie  Fehler  nennen,  um  sie 
von  den  Fehlern  der  andern  Kategorie  zu  unterscheiden,  die  wir 
zufällige  neimeu  wollen. 

Diese  letzteren  schleichen  sich  bei  der  Berechnung  einzelner  Zahlen 
ein  und  entstehen  durch  Unachtsamkeit. 

Die  obere  Grenze  der  imvermeidlicheu  Fehler  in  den  erhaltenen 
Werten  von  f(z)  bezeichnen  wir,  sie  als  bekannt  voraussetzend,  mit 
dem  Buchstaben  d. 

Wir  bezeichnen  ferner  mit: 

di  die  Diff.  zwischen  d.  wahren  und  d.  berechneten  Werte  von       f(a  +  ih); 
S'i    „     „  „         „        „         „    „  „  „        „    '^fia  +  ih); 

Sr   „      „  „         „        „         „    „  ;  „        „    ^Via  +  ih); 


'i     »       }>  »  n  »  »     »  » 

u.  s.  w. 


J'f\a  +  ihy, 


Mit  Benutzung  dieser  Bezeichnuugsweise  können   wir,    wenn   wir 

bei    den    Differenzen    dritter   Ordnung    stehen    bleiben,    die    Gleichung 

aufstellen : 

d,"  =  d,  +  3  —  3^,4-8  +  3d,4.i  —  öf. 

Diese  Gleichung  zeigt,  dafs  der  absolute  Wert  von  Ö]    kleiner  als 

8d   ist,  wenn  nur  in   keiner  der  Zahlen 
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f{a  +  ih),    IIa  +  ii  +  1)70,    f{a  +  (i  +  2)h),    f{a  +  (i  +  3)/*) 
zufällige  Fehler  eiithalten  sind. 

Ist  also,  im  Gegensätze  hierzu,  der  absolute  Wert  von  d]"  gröfser 
als  80,  so  kann  man  sicher  schliefsen,  dafs  in  einer  der  Zahlen 

f{a  +  ih),    f{a  +  (i  +  1)70,     /•(«  +  U  +  2)/0,     /"(«  +  Ü  +  3)70 
ein  zufälliger  Fehler  vorhanden  ist. . 

Betrachten  wir  nun  die  sieben  auf  einander  folgenden  Zahlen: 
f(a  +  mh  —  3h),  . .  .,  f{a-\-  mh),  .  .  .,  f{a  -\-  mh  +  3/0 
unter  der  Annahme,  dafs  nur  die  mittelste  Zahl,  f{n  -\-  mh),  einen  zu- 
fälligen Fehler  enthalte,  dafs  also: 

sei. 

Alsdann  leitet  man  leicht  aus  den  Gleichungen: 

Sm  —  3  =  d,n  3(J,„_i   -f"  30,„_2  —  Om  — 3, 

dm  — 2  ==  Öm  +  l  SÖm         H"   3d„,_i  ^m  — 2, 

^m— 1  =  ^m-f2  —  3d„,-)_i  -(-  3d„,  ^JH  — 1, 

^in  =  ^m  +  3  —  3d,„^2  +   3tfm-(-i  d„,        , 

die  Ungleichungen  ab: 

ä'm-B   7^    <  d,n<  ^m-3  +    ^  (J  , 

—  3  Öm-2  —  ^  ^  <  <^m  <  —    g-  C-2  +  ^  ^> 

3  ^m  -  1   —    3^  tf  <  «^m  <  3  <Jm  -  1   +   ^  iJ  , 

—  C  —    1  d  <  dm  <   —        d'm  -\-   lä. 

Diese  Ungleichungen  bestimmen  bis  zu  einem  gewissen  Grade  §„, 
wenn  uns  nur  die  angenäherten  Werte  der 

"m  — 3,       0„,_2,       0,11  —  1,       o,„ 

bekannt  sind. 

Wenn  all  den  letzten  Ungleichungen  nicht  gleichzeitig  genügt 
werden  kann,  so  müssen  wir  auf  das  Vorhandensein  eines  zufälligen 
Fehlers  in  einer  der  Zahlen 

f{a-\-mh—3h),...,f(a-\-mh — 70,     f{a-\-mh-{'h),  .. .,  f(a-\-mh-{-3h) 
schliefsen. 

Sonach  können  wir  aus  den  Werten  der  Differenzen  verschiedener 
Ordnungen  nicht  nur  einen  Schlufs  auf  das  Vorhandensein  eines  Fehlers 
machen,  sondern  sogar  seinen  Ort,  sowie,  bis  zu  einem  gewissen  Grade 
wenigstens,  auch  seine  Gröfse  bestimmen;  dies  letztere  jedoch  nicht 
immer. 

3* 
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Zu  demselben  Zwecke  können  auch  Au.sdrücke  dienen,  die  aus 
einigen  Differenzen  gebildet  werden:  z.  B.: 

J^fiz)  +  z^ Y(^  -  h)  =  fijs  +  3;0  -  2tlz  +  2h)  +  2f(z)  -  ae  -  h), 

^'f{e)  +  S^'fiz-h)  +  6z/Y(ij—  2h)  +  2z/Y(^  —  SÄ) 

=  /•(^+3/0  -  8/(;.)  +  9fiz  -  70  -  2/-(^  -  3/0, 

2z;  YW  +  6z/Y(5  -  /«)  +  3  z?Yi^  -  2/0  +  z/ Y(^  -  3/0 

=  2f{z+U)-9f{z  +  h)+8f{0)-f{z~h). 

§  12.  Es  sei  nun  die  Tabelle  (36)  der  successiven  Werte  der 
Function  f(z)  gebildet  und  in  entsprechender  Weise  controlliert. 

Eine  solche  Tabelle  Icann  man  alsdann  nicht  nur  zur  unmittelbaren 
Bestimmung  der  in  ihr  etitJialtenen  Werte  von  f{z)  verwenden,  sondern 
vermittels  einer  der  Interpolationsformeln  auch  zur  angenäherteti  Bestim- 
mung andrer   Werte  derselben  Function. 

Im  Folgenden  wollen  wir  diese  Benutzung  mathematischer  Tabellen 
und  Interpolationsformeln  an  einigen  Beispielen  erläutern. 

Beispiel  1.  Es  soll  die  bekannte  Anwendung  gewöhnlicher 
(7-stelliger)  Logarithmentafeln  auf  die  Berechnung  des  Loga- 
rithmus einer  beliebigen  Zahl  behandelt  werden. 

Es  sei  also  der  Logarithmus  einer  gegebenen  Zahl  B  zu  berechnen. 

Durch  Multiplication  von  B  mit  einer  positiven  oder  negativen 
Potenz  der  Zahl  10  können  wir  stets  eine  solche  Zahl 

10' i' 

erhalten,  dafs  die  in  ihr  enthaltene  ganze  Zahl 

A 

fünfstellig  ist. 

Dementsprechend  setzen  wir 

lO'B  =  A  +  x. 

Nun  entnehmen  wir  der  Tabelle  die  Werte  von 

Log  A     und     Log  (A  +  1)  —  Log  A, 

und  berechnen  den  Logarithmus  von  B  nach  der  Näherungsformel: 

Log  B  =  Log  A  +  X  [Log  (.4  +  1)  —  Log  A]  —  i. 

Um  den  im  so  berechneten  Werte  von  B  enthaltenen  Fehler  ab- 
zuschätzen, ziehen  wir  die  Newton'sche  Interpolation.sformel  (20)  heran. 
Für 

f{z) -=  Log  {A  +  z)-i,    a  =  0,     /<  =  1,     n=\ 

giebt  uns  Formel  (20): 
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Log  B  =  Log  {Ä  -}-  x)  —  i 

=  Log^  +  a;{Log(^  +  1)  -  Log  A}  —  i+    2(!l+"ir  ' 
wobei 

0^a-<l,     10*<:^<10%    |>0,     M  =  0,434... 

ist.     üaher  ist  in  der  von  uns  aufgestellten  Gleichung: 

Log  B  =  Log  A-j-  x\  Log (^  +  1)  —  Log  A}  —  i 

der  Fehler  gleich 

Mx{l  —  x) 

d.  h.  kleiner  als 

1 
16 .  10'*  ■ 

Nun  mufs  man  noch  die  unvermeidlichen  Fehler  in  den  Tabellen- 
werten von 

Log  A    und     Log  {A  +  1) 
berücksichtigen. 

Als   obere  Grenze   der  Fehler   einer  gut   controllierten   7-stelligen 
Logarithmentafel  können  wir 


2.10' 
annehmen. 

Demnach  wird  der  Fehler  des  Ausdruckes 

Log  A  +  x[Log(A  +  1)  —  Log  A] 
die  Gröfse 

1 
2.10' 
nicht  übersteigen. 

Wir  können  also,  bei  Anwendung  der  bekannten  Regel 
für  gewöhnliche  siebenstellige  Logarithmen,  für  den  Loga- 
rithmus einer  beliebigen  Zahl  einen  angenäherten  Wert  er- 
halten, welcher  sich  vom  wahren  Werte  nur  um  eine  Gröfse 
unterscheidet,  die  kleiner  als 

2.10'    '     16.10» 
ist,  vorausgesetzt,  dafs  unsere  Rechnungen  völlig  fehlerlos  sind. 

Beispiel  2.  Die  (7-stelligej  Logarithmentafel  dient  be- 
kanntlich auch  zur  Lösung  der  umgekehrten  Aufgabe,  näm- 
lich der,  B  selbst  aus  dem  gegebenen  Werte  von  hogB  zu  finden. 

Wir  wählen  dazu  eine  fünfstellige  ganze  Zahl 

A 
und  eine  positive    oder  negative  Zahl  i  der  Art,    dafs    der  gegebene 
Wert  von  Log  B 
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zwischen 

Log  A  —  i     und     Log(i4  +0  —  i 
enthalten  ist. 

Hieraul  berechnen  wir  eine  Zahl  y  nach  der  Formel: 

Log  B  -    Log  A  +  t 

y  —  LSg(4  +  l)-Log.l 
und  setzen 

10' 
Hierbei  bedeuten 

Log  A     und     Log  {A  -\-  1) 
nicht  die  wahren,  sondern  die  tabellierter»  Werte  der  Logarithmen  Ton 

A     und     A-{-  1. 
Wir  bemerken  noch,  dals  man  sich  statt  des  wahren  Wertes  von 
Log  B  gewöhnlich  mit  dem  angenäherten  begnügen  mufs. 

Bei  der  Abschätzung  des  Fehlers  in  dem  so  gefundenen  Werte 
der  Zahl  B  beschränken  wir  uns  auf  die  Fälle,  in  denen  für  unsere 
Daten  die  Ungleichung: 

10'  10' 

gilt. 

Alsdann  differiert,  nach  dem  (iesagten: 

Lügiy 
von 

Log  ^  +  {  WB  —  ^ )  { Log  (A  +  1)  -  Log  A\  -  i 

um  weniger  als 

2.10'  ~  16.10" 

Somit  ist  der  Fehler  der  Näherungsformel 

i>'  =  ji  4-  JL   Log  -B  —  Log  A  +  I 
10'        lo'  Log(jl  +  l)  — Logi 
kleiner  als 


2.10''  +  ''         16.10*  +  ' 
Log(zl  +  l)-LogJ   ■ 

Andrerseits  entspricht   dem   Fehler  £  im    Werte   von   Log  B  der 
Fehler 

10' 

i,og(X  -f-1)  —  Log  .4 

im  Werte  des  Ausdruckes 

!/  1     Log  B  —  Log  A  -{-  i 

10'  "  10'  Log  U  +  1)  —  Logi 
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Infolgedessen  kommt  man  leicht  zu  dem  Schlüsse: 

Wenn  der  Fehler  des  gegebenen  Wertes  von  Log  5  kleiner 


als  a  ist,  so  ergiebt  die  bekannte  Näherungsformel 


A  -{-  y  -^  _L    ^     ^°^  ■^  ~  ^°^  A-\-  i 

10'  10' 


10''  Log(J.  +  l)  — LogJ. 

dieMöglichkeit,  mittels  der  gewöhnlichenLogarithmentabelle 
für  B  einen  solchen  angenäherten  Wert  zu  erhalten,  dafs  er 
sich  vom  wahren  um  weniger  als: 

1,1 


10*         2.10'  +  ' 


+ 


16.10 


8  +  1 


hog(A  4"  1)  —  Log  A 
unterscheidet. 

Beispiel  3.      Mit    Hilfe    der    von    mir    zusammengestellten 
Tabelle*)  der  Werte  des  Integrals: 


fi- 


'dt 


wollen  wir 


00 

Je-^dt 

o'4T69S63 


berechnen. 

Zu  diesem  Zwecke  entnehmen  wir  der  Tabelle  folgende  Zahlen: 


g 

m=je-^dt 

W^Jfiz) 

10"z/Y(^) 

io"z^Y(2) 

0,476 

0,44385958433 

-  79687911 

+  75987 

+  84 

0,477 

0,44306270522 

-  79611924 

+  76071 

0,478 

0,44226658598 

-  79535853 

0,479 

0,44147122745 

Hierauf  setzen  wir  in  der  Newton'schen  Formel  (20): 
f{z)  =  fe-'\U,    a  =  0,476,    h  =  0,001,    x  =  0,4769363,     w  =  3, 

/•(«)  =  0,44385958433,  Jf{a)  =  -^^^^,  J^f{a)  =  ^,  ^Y(a)=^ , 


10' 


das  Restglied 


ix  —  a){x  —  a  —  h)  (x  —  a  —  2h)  (x  —  a  —  3h) 
1.2.3.4 


/■■^(i) 


vernachlässigend. 

Auf  diese  Weise  gelangen  wir  zu  der  Näherungsgleichung: 


OD 

*)  Markoff:   Table  des  valeurs  de   l'intdgrale  j e~'^dt. 
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J^'^dl  =  0,44385958433  —  0,9363  ■  — ,'- 

0,4769863 

,    0,9363(0,9863—1)    75987    ,    0,9363(0,9363— 1)(0,9363— 2)    84 
■"  1.2  ■  10"   ^~  1.2.8  iö" 

und  erhalten  so,   indem  wir  die  angedeuteten  Operationen  ausführen: 

0,9363  —  1  =  -  0,0637,    0,9363  -  2  =  -  1,0637 


84 
73601  X  *) 

840 

50 

3 

759572 
73600  X*) 

45547 

2279 

532 

796903303 

36390  X*) 

717212973 
23907099 

4781420 

893:3 

48385:2 

—  24193 
-  79687911 

239071 

—  298 
+  75987 

—  746140563 
+  0,44385958433 

0,443113443767 

+  759572 

—  796903303 

ce 

fe-''dt  =  0,44311344377. 

0,4769868 

Natürlich  dürfen  wir  unser  Resultat  nicht  als  völlig  exact  aus- 
geben, da  wir  in  der  Newton'schen  Formel  das  Restglied  vernach- 
lässigt und  aufserdem  die  wahren  Werte  von 


OD  OC  « 

/■(«)  =ß-''dt,     f(a  +  /()  ^Je-'^df,     f(a  +  2h)  =  ß- 


'dt. 


0,477 


0,478 


6,479 

durch  angenäherte  ersetzt  haben. 

Zu  diesen  beiden  Ursachen  der  Ungenauigkeit  des  Resultates  tritt 
noch  eine  dritte  hinzu:  die  Fehler  in  den  Rechnungen  selbst. 

Bezüglich  der  Fehler  der  Tabellenwerte  von 


w  00  OC  ac 

fe-'^dt,         fe-'\U,       fe-<^dt,       fr—' 


dt 


0,476 


0,477 


0,17» 


kauii  man  garantieren,  dal's  keiner  von  iluicii  dio  Oriifse  „  erreicht. 


•)  Nach  der  Hegel   von  Uughtred  (London  Iti.Sl)  schreiben  wir  den  Multi- 
plicator   in  umgckohrtcr  Ileihenfolge  der  Ziffern. 
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lufolged essen   überzeugt   man   sich   leicht,    dafs    der   Fehler*)   des 
Resultats,  der  infolge  der  Ungenauigkeit  der  Tabellen  entsteht,  kleiner 

als  Y^  ist. 

Desgleichen    überzeugt   man   sich   leicht   davon,    dafs    in    unserm 

Beispiel  das  Restglied   der  Newton'schen  Formel  kleiner   als  -^  ist, 

und  dafs   der  Fehler,  der  infolge  der  Ungenauigkeit  der  Rechnungen 

3 
entsteht,  kleiner  als  -^  ist. 

Demnach  unterscheidet  sich  der  wahre  Wert  des  Integrals 

00 

fe-'^dt 

0,4769363 

vom  gefundenen: 

0,44311344377 

um  weniger  als  — yj- 

Beispiel  4.     Dieselbe  Tabelle  der  Werte  des  Integrals: 


fe-''dt 


kann    auch    zur    angenäherten   Lösung   der   Gleichungen    von 
der  Form 

00 

fe-f'dt  =  A 

X 

dienen,  wobei  A  eine  gegebene  und  x  eine  unbekannte  Zahl  bedeutet. 
Es  sei  z.  B. 

A  =  0,08862269255. 

Wir  entnehmen  für  diesen  Wert  von  A  zur  Bestimmung  der  Un- 
bekannten X  folgende  Zahlen  aus  der  Tabelle: 

00 

g  f(z)=fe-''dt  W/lf{z)  10"z/Y(«)       10"z/YW 

» 

1.163  0,08864522603  —  25827455    +  60057     —  90 

1.164  0,08838695148  —  25767398    +  59967 

1.165  0,08812927750  —  25707431 

1.166  0,08787220319 

Hierauf  ersetzen  wir,  unter  Benutzung  der  Newton'schen  Formel, 
die  transcendente  Gleichung 


*)    Beim    Aufsuchen    der    oberen    Grenze    dieses    Fehlers    formen    wir    die 
Newton'sche  Formel  in  die  von  Lagrange  um. 
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«0 

fe-''dt  =  0,08862269255 

durch  die  Gleichung  3'""  Grades 

0,08862269255  =  0,08864522603  -  0,25827455 (x—  1,163) 

+  0,300285(x  -  l,163)(a;  —  1,164) 

—  0,15(x  —  l,l63)(a;  —  l,164)(a;  -  1,165), 
die  wir  auch 

1  1ßQ     1    0,08864522603  —  0,08862269255  +  tl)(x) 

X  —  l,lbd  -\  ö;2582745y  '~~ 

schreiben  können,  wobei 

tl>(x)  =  0,300285  {x  —  1,163)  (x  —  1,164) 

—  0,15 (x  -  l,163)('ar-  1,164) (x—  1,165) 
ist. 

Die  Lösung  dieser  letzten  Gleichung  wird  dadurch  erleichtert, 
dafs  x  —  1,163  eine  kleine  Gröfse  ist. 

Wir  können  daher  in  erster  Annäherung: 

1  1  Ro     1     0,08864522603  —  0,08862269255  

X—  l.lbd  +  ""o;25827455  ~  ^' 

setzen;  weiter  in  zweiter  Annäherung: 

—  1  1  rct  _J_  0.08864522603  —  0,08862269255  +  t<>(x,) 

X—l,ib6-]  0,25827465  —  ^* ' 

in  dritter  Annäherung: 

—  1  1  ß!l  _L  0.08864622603  —  0,08862269256  +  ^(a,) 

X  —   l,lbd  -I  5725827466  ^  *» 

u.  s.  w. 

Auf  diese  Weise  könnten  wir,  wenn  es  sich  um  die  Lösung  der 
von  uns  gebildeten  Gleichung  3"^°  Grades  handelte,  eine  beliebige  Ge- 
nauigkeit erreichen. 

Aber  die  von  uns  ins  Auge  gefafste  Wurzel  der  (ileichuiig  3""' 
Grades  ist  wahrscheinlich  nicht  gleich  der  Wurzel  der  traiiscendeuteu 
Gleichung 

00 

fe-''dt  =  0,08862269255 

X 

und  deshalb  ist  eine  zu  grofse  Anuäheruug  hier  nicht   am  l'latze. 

Ehe  wir  uns  nun  zur  Berechnung  selbst  wenden,  wollen  wir  uns 
mit  der  Abschätzung  des  möglichen  Fehlers  beschäftigen;  wir  ver- 
abreden dabei    sämmtliche  Zahlen  in  Decimalbrüchen  ausziidrlickeii. 

Nehmen  wir  au,  wir  seien  bei  der  Nälienmgsgleichung 

X  =  p 
stehen  geblieben. 
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Auf  den  Grad  der  Genauigkeit  dieser  Näherungsgleichung  können 
wir  aus  der  Gröfse  der  Differenz 


ß-.at  -fe-' 


dt 


schliefsen : 

Wenn    der   absolute   Wert    dieser    Differenz   kleiner   als    s' ,   aber 
gröfser  als  e"  ist,  so  müssen,  bei 

1,163  <p<  1,164 
die  Ungleichungen*)  gelten: 


b'> 


und 


> 


s    < 


< 


woraus 


folgt. 


fe-'^dt 

X 

>|  (p  — a;)e -(!->««' 1 

1,165 
1,164 

>  1  0,2576  (2) -x) 

;' 

fe-''dt 

X 

<  K^J  — a;)e-'i'i«ä)'| 

1,163 

i;i62 

1  <  !  0,26  {p-x)\ 

*"   ^ 

4-1      

^  ^     ' 

»,2576 


All  unsern  Berechnungen  liegen  die  Newton'sche  Formel  und  die 
Tabellenwerte  der  Integrale 

CO  cc  cc  00 

fe-^dt,     fe-^dt,     fe-'\U,     fe-'^dt 

l,l(i3  1,164  1,165  1,166 

ZU  Grunde. 

Die  wahren  Werte  der  Integrale 

00  QO  00  CO 

fe-''dt,     fe-'^dt,     fe-''-dt,     fe^'^dt 

1,163  1,164  1,165  1,166 

sind  uns  jedoch  unbekannt  und  wir  können  nur  behaupten,  dafs  jedes 
von  ihnen  sich  von  der  entsprechenden  Zahl  der  Tabelle  um  weniger 
als  ,,  unterscheidet.     Auch   der   genaue   Wert    des   Restgliedes    in 

der  Newton'schen  Formel  bleibt  unbekannt. 


*)  In  denen  die  senkrechten  Striche  |  [  andeuten  sollen,  dafs  wir  den  abso- 
luten Wert  der  betrachteten  Gröfsen  nehmen. 
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Mit  BL'iücksicbtiguug  dieser  Bemerkungen  überzeugt  mau  sich 
unschwer  davon,  dafs  man  in  keinem  der  nach  der  angezeigten  Methode 
gefundenen  Näherungswerte  von  x  noch  für  die  elfte  Decimale  garan- 
tieren könne,  da  der  Fehler  die  OJröIse 

1 
2.10"  _      1 
0,3      ~  6  .  10" 
erreichen  kann. 

Aus  diesem  Grunde  werfen  wir  in  den  Zahlen 

a;, ,  a"2 ,  ... 

die  zwölften  und  die  weiteren  Decimalen  weg. 
Führen  wir  jetzt  alle  Operationen  aus: 


0,08864622603 
0,08802269255 

0,000022533480 
20661964 


1871516 
1807922 

63594 
61656 


11939 
10331 

1608 


0,25827455 

0,00008724622  =  x^  —   1,163 

1,16308724622  =  x,  (erste  Annäherung) 

0,000912(5378  =  1,164  —  x^ 

0,00191275378  =  1,165  —  x, 


1550 

0,15 

68 

. .  72  191000  X 

62 
6 

160 
135 

6 

2 

»=  +  1 

+  287 
+  0,300286 

0,300672 

Ü.OOOi 

!74348 

873672190000 X 

226427800000  x 

270516 

21948 

3006 

1920 

601 

55 

210 

11 

16 

2 

1 

*(«,)  =  —  0.000000023936 

0,000274348 

§  12.]  Herstellung  und  Benutzung  mathematischer  Tabellen. 

',|,{x^)  =  —  0,0000000-23936 
*  =  +l 
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■  0,000000023935 
23245 


690 
517 

173 
155 

18 
18 


0,25827455 


—  0,00000009267 

+  1,16308724622  =  a;, 

1,16308715355  =  x.,  (zweite  Annäherung) 

0,00008715355  =  x^  —  1,163 
0,00091284645  =  1,164  —  x, 
0,00191284645  =  1,165  —  x. 


0,15 
...  82  191000  X 

—  0,000274376 

+  287 

553517800000  x 

+  0,300285 
0,300572 
546482190000  x 

21950 

1920 

27 

14 

270515 

1 

3006 

601 

240 

12 

—  0,000000023912  =  r 
+  23935 

0,000000000023 
23 

0,25827455 

2 

0,00000000 

0,000274376 

iCg  X^ 

»3  =  1,16308715364         (dritte  Annäherung). 


Bei  unserer  Bereclinuiigsmethode  fallen  alle  weiteren  Annäherungen 
mit  der  dritten  zusammen. 

Um  über  den  Grad  der  Genauigkeit  der  Näherungsgleichung 

X  =  1,16308715364 

urteilen  zu  können,  wollen  wir  das  Integral 

CO 

fe-''dt 

1,16308715364 

nach  der  Methode  auswerten,  die  im  3'^°  Beispiele   auseinandergesetzt 
worden  ist: 
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90 
...  82191 X 
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G01144 
...  36482190 X 

[§ 

258548926 
46351780f)x 

900 

810 

9 

3 

541030 
6011 

1202 

481 

24 

4 

20683914 

1809842 

25855 

12927 

1722:3 

776 
155 

548752:2 

-  274376 
—  25827455 

258548926 

11 

+  574 
+  60057 

601144 

—  22533480 
+  0,08864522603 
0,088622692550 

fe-''dt  =  0,08862269255. 

l,16808715Sf;4 

Man  mafs  hierbei  uatürlich  die  drei  Ursachen  der  Fehler  beachten, 
von  denen  wir  im  dritten  Beispiele  schon  gesprochen  haben  (Weglassen 
des  Restgliedes,  Ungenauigkeit  derTabelle,  Ungenauigkeit  der  Rechnungen). 

Es  ist  nicht  schwer,  sieh  dann  zu  überzeugen,  dals  der  wahre 
Wert  des  Integrals 


ß 


sich  von 


12 


'dt 


1,16S08715SM 


0,08862269255 


12 


48 
10" 


25  .  10" 
wir,     mit    Vernachlässigung     der     elften 


um  weniger  als   ~.  unterscheidet. 

Dementsprechend  ist  der  absolute  Wert  der  Differenz 

X—  1,16308715364 
sicher  kleiner  als 

Somit    können 
Decimale, 

X  =  1,1630871536 

setzen,  mit  einer  Genauigkeit  bis  auf      ^^■ 

Beispiel  5.     Das  letzte  Beispiel  nehmen   wir  aus  der  „Tri- 
gonometria  britannica",  wobei  wir  die  Methode  von  Briggs  zur 

'J'eiluiig   des   Intervalls   //    in    fünf  gleiche   Tcili'   iiuscinander- 
setzen   wollen. 

Es  sei  f\z)  =-  1000«^ 
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Wir  bilden  folgende  Tabelle: 

z          f{z)               ^f(z)           J'f{z)  ^'f{z)  J'fiz)      A''%z) 

4  4096000        42077651     3113468|  1620937^  564375     118125 
4,5      83037651      7321234|     4734406^  2185312^  682500 

5  15625000  120556401     6919718f     2867812^ 
5,5  276806401  18975359|     978753H 

6  46656000  28762890| 
6,5  754188901 

Dabei  ist 

^Y(^)=  11250. 

Gehen  wir  nun  an  die  Aufgabe,  diese  Tabelle  in  eine  andere  um- 
zuformen, in  der  h  nicht  0,5,  sondern  0,1  ist.  Zu  diesem  Zwecke 
kann  uns  natürlich  Formel  (35)  dienen.  Briggs  jedoch  benutzt  andere 
Formeln,  von  denen  die  einen  nur  Differenzen  imgrader  Ordnung,  die 
anderen  nur  solche  grader  Ordnung  enthalten. 

Zur  Bildung  dieser  Formeln  gehen  wir  von  der  Formel  aus,  die 
auf  S.  18  angeführt  wurde: 

Aus  ihr  leiten  wir  ab: 
^ff{x)  =  Gl  J^'f(x  +  A-0)  +  G*+izJ2*+Y(:r  +  ]c6  —  h)-{ 

worin 

ff  =  /tj  —  /> , 

Qi  _   l     ,^(,x  —  a  +  ih  —  h)...{x  —  a)...{x  —  a  —  ih) \ 
*"~   1      1                              1.2.3...2i.fc2'  \x=a-k,.,  ' 

(  i 'f . —  /i  _L-  «7)\       ffT"  __  /»^        ^'>* rt  _^  V7l^  ^ 


*  1      ^  1.2.3...(2i  +  l)./i'^*+l  L= 


a  —  Ä  A, ; 


ist. 


Uns  nur  auf  den  speciellen  Fall  beschränkend,  dafs  \  =  5h  und 
f{z)  eine  ganze  Function  sechsten  Grades  bedeutet,  erhalten  wir  die 
Formeln  von  Briggs*): 


*)    Bei    Briggs    sind   die    Formeln    bis    zu    den    Differenzen    W^"'    Ordnung 
gegeben. 
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z^YCx  +    8/0  =  (D* z/,Y(a;)  -  4^Y(x  +  7/0, 
^Y(:r  +    6/0  =  (l)'^iYW  -  3z^Y(^  +  5/0, 

^'f{x  +   4/0  =  (D*  ^,  Y(^)  -  2z/Y(^  +  3/0  -  y  ^Y(^  +  2/0, 

Jfix+    2/0=    y    z/,/-(a;)-^Y(^-  +  /0-   5  ^YW- 

Ludern    wir  ims  uuu   zu  uuserem  Beispiele   wendeu,    uehmeu  wir 
/*  =  0,1  an. 

Nach  den  Formeln  von  Briggs  berechnen  wir  die  G  Zahlen: 
^Y(2:)  =  0,72, 

-/Y(5)  =  i^  =  37,8, 
^Y(4,8J  =  '^  -  4  X  0,72  =  900,12, 


z^Y(5,l)  =  "^^^ 


'6  X  37,8  =  17309,1, 


^Y(4,9)  =  1!^^£M?  _  2  X  900,12  -  '^^  =  187575,002, 


^r,cn\  12055640,625 


37,8 


17369,1  —  -  '-  =  2393751,465. 


Die    übrigen    Zahlen    der    neuen    Tabelle    finden    wir    successive 
mittels  Addition  und  Subtraction: 


z 

m 

^m 

J^fiz) 

^YW 

JY(') 

^YW 

4,6 

8303765,625 

1170531,271 

134387,162 

12069,54 

795,36 

34,20 

4,e 

9474296,896 

1304918,433 

146450,702 

12864,90 

829,66 

84,92 

4.'' 

10779215,329 

1451375,135 

159321,602 

13694,46 

864,48 

35,64 

4,8 

12230590,464 

1610696,737 

173016,062 

14558,94 

900,12 

36,36 

*,9 

13841287,201 

1783712,799 

187576,002 

15459,06 

936,48 

37,08 

6 

15625000,000 

1971287,801 

203034,062 

16395,54 

973,56 

37,80 

6,1 

17596287,801 

2174321,863 

219429,602 

17369,10 

1011,36 

5,2 

19770609,664 

2393751,466 

236798,702 

18380,46 

5,3 

22164361,129 

2630550,167 

256179,162 

6,4 

24794911,296 

2886729,329 

6,5 

27680040,025 

§  12.]  Herateilung  und  Benutzung  mathematischer  Tabellen.  49 

Die  abgeleiteten  Formeln  bieten  eine  bequeme  Methode  zur  Teilung 
des  Intervalls  h^  in  eine  beliebige  ungrade  Anzahl  gleicher  Teile  dar. 

Zur  Teilung  des  Intervalls  h^  in  eine  grade  Anzahl  von  Teilen 
ist  die  Formel 

^r+vw  =  i?^-^"-+v(^+  "^  ö)  + . . . 

unanvrendbar,  da  bei  gradzahligem  Werte  von  -,-  der  Wert  von  j-j-  eine 
gebrochene  Zahl  ist. 

In  diesem  Falle  kann  mau  statt  jener  eine  der  folgenden  Formeln 
benutzen: 


Z/2*+l/(a;)=  J 


^"+V(.+^-^a  +  A)  +  ^-+V(.  +  ^<,-A) 


"1     "i  2 


+ 


m  üenen 


r.-  =  f  ^st+i  (^  "~  **  +  *'*)■••  (^  ■"")■■•(* "~  "  ~  *'*) 


k 


\     1  1  .2.3...(•2^  + 


.  .  .  (a;  —  a  —  i7t)1 

1)^-+^  l.  =  a-^A±i„^ 


9  JT.  _  I    /z-t+i  («=  —  "  +  i^i)  ■  ■  ■  (a:  —  g) .  ■  ■  (a;  —  g  —  tfe.)  1 
^^*~r  1.2.3...(2i+l).^^'  +  l  ^  =  „_t,  +  ^ 

"*"    l  1.2.3...(2j-f  1).;»,*'  +  ^  /;t  =  a-i/l  +  *^ 

ist. 

All  diesen  Formeln  entsprechen   auch  neue  Formeln  für  den  Zu- 
sammenhang der  Differenzen  und  der  Differentialquotienten: 

'  \  2  /  "         da"  "  da;"  +  ^     ^         ' 

'""      d^-       =  -zi^"  ^"^(^^  +  ^'^'^'  ^"+'/'(^  -  '0  +  •  •  • , 

wobei 

/     h  h\n 

W—e    V  =  i"/*"  +  i."+^A''+^  +  L"+*7i"+*  -\ 

\  ^  n  *  n  *  n  ' 

{log(l  +  ^  +  i]/l  +  *^)j"=  ilf;;  t^  +  iJf«+2^-.+2  +  . . . 
ist. 

Markoff,  Differeuzeurechuuu^.  4 
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.4iiweiidnng;  der  Interpolation  auf  die  Berechnung  von  Integralen. 

5^  13.     Die   hitetpolation   gieht    uns   ein   Mittel   zur    angmäherten 
Berechnung  bestimmter  Integrale. 
Der  Interpolationsformel 

fix)  =  F(x)  (3) 

entsprechend  setzt  man 

d  il 

ff{x)  dx  =fF(x)  dx.  (36) 

c  c 

Wir  erimiern  uns,  dafs  die  ganze  Function  F(z)  aus  den  Be- 
dingungen (2)  bestimmt  wird,  und  dafs  das  Restglied  der  Formel  (3) 
gleich 

1  .  2  .  S  . . .  n  '      vS; 

ist. 

Somit  ist  das  Restglied  der  Formel  (36)  gleich 


f- 


'{x  —  a,)"'  (a;  —  a,)"'  ...(x  —  aj""- 

i...3...„ —  f'-m  dx.  (37) 


Hierin    ändert    sich    |   mit  x   und    liegt    beständig    zwischen    der 
gröfsten  und  der  kleinsten  der  Zahlen 

Wenn  das  Product 

(x  —  fl,)"'  (x  —  flj)"'  .  .  .  (x  -   a,,,)"™ 
für  alle   Werte   von  x,  die  zwischen  c   und  </  liegen,   ein  und  dasselbe 
Vorzeichen  behält,  so   können  wir,  auf  Grund   eines   der  ersten  Sätze 
der  Integralrechnung,  im  Ausdrucke  (37)  einen  mittleren  Wert  von  /^"'(5) 
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vor  das  Integralzeichen  setzen,  so  dafs  das  Restglied  der  Formel  (36) 
gleich 

d 

l,Cy!\n  jix-a,Y^...{x-  a„)''ra  dx 

c 

wird. 

Die    unbekannte    Zahl    i]    liegt    zwischen    der    gröfsteu    und    der 
kleinsten  der  Zahlen 

Die  Formel  (36)  kann  zur  angenäherten  Berechnung  des  Integrals 

d 

Jf(x)  dx 

c 

aus  den  vorgegebenen  Werten 


dienen,  wenn  nur  das  Restglied  (37)  kleia  genug  ist. 

Es  sei  noch  bemerkt,  dafs  dieses  Restglied  für  jede  ganze 
Function  f{z)  (w  —  1)'"°  oder  niedrigeren  Grades  Null  wird. 

Diese  Methode  der  Berechnung  von  Integralen  nennen  wir  die 
Methode  der  Parabeln  nach  der  geometrischen  Bedeutung  der  Formel  (36), 
welche  darin  besteht,  dafs  wir  die  Curve 

y  =  f{^) 
durch  eine  Parabel  (n  —  l)**"  Grades 

y  =  F{x) 

ersetzen. 

§  14.     Betrachten  wir  genauer  die  Fälle,  üi  denen 

ßj  =  «2  =  ■  •  ■  =  «m  =  1 
ist. 

Hier  ist  nach  Lagrange's  Formel 

die  angenäherte  Formel  (36)  giebt 

d 

ff{x)  dx  =  A,  f{a,)  +  A,f{a,)  +  •  •  •  +  ^™  f{a^) ,  (38) 

C 

worin 
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a{e)  =  iz  —  «,)  {z  —  a,)...(z  —  a„,) , 

A    ^  f   J?(^4^_      A   =  i'     ^W**^  A    _  /•     a>(,x)dx  (3^) 

'      J  (i-a.)  ^\a,y  ^«     J  (a:-  a,)V(a,)'   ■'^'"—J  (x-aj^[aj 
c  c  c 

ist. 

Die  Werte  der  Coefficieuteu 

können  wir  in  der  Form  darstellen: 

wenn  wir 

y^(|^)  ^^  _  J^7:_JW  d^  =  ^(,)  (39) 

c  c 

setzen. 

Den  Zahlen 

m,  Ol ,  O2 ,  .  . . ,  a,„ 

kann  man  verschiedene  Werte  geben. 
Indem  wir 

w  =  1 

setzen,  kommen  wir  zu  der  sehr  einfachen  Näheruugst'ormel 

d 

ff{x)dx  =  {d-c)f{a,),  (40) 

c 

wobei  das  Restglied  (nach  §  13)  gleich 

d 

f{x-a,)f\l)dx 

c 

ist. 

Dieses  Restglied  läfst  sich  in  noch  einfachere  Gestalt  bringen, 
wenn  a,  aufserhalb  der  Grenzen  c  und  cl  liegt  oder  mit  einer  der 
Grenzen  zusammenfiillt,  da  in  diesem  Falle  bei  Anwachsen  der  Variablen  x 
von  c  bis  rf  die  Differenz  x  —  n,  ihr  Vorzeichen  nicht  ändert;  es  ist 
dann 

d  d 

J\x -  a.) /'(g) dx  =  riv)J\^  -a,)dx^ (d^c)(d  +  c-aa.)  ^.^_^^ 

C  0 

Hierin  liegt  die  unbekannte  Zahl  »;  zwischen  c  uiui  «,  oder 
zwischen  a,   und  d. 
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Wir  berücksichtigen  hier  folgende  specielle  Fälle  der  Formel  (40): 

d 

für  flj  =  c         haben  wir   /  f{x)dx  =  (ß  —  c)f{c),  (40«) 

c 
d 

für  a,  =  d  „        „    ff{x)dx  =  (d  -  c)  f(d),  (40/3) 

d 

für«,  =^       ^^  ^^     ff(^^)dx  =  id-c)f('±^).       my) 

C 

Die  Restglieder  der  Formel  (40a)  und  (40 /3j  sind  respeetive  gleich: 
^^^Hv)     (41«)      und      -(^:=^/'(0,  (41i3j 

wobei  Tj  und  g  mittlere  Zahlen  zwischen  c  und  d  sind. 

Was  die  Formel  (40  j/)  betrifft,  so  können  wir  ihr  Restglied 
mittels  eines  gewissen  Wertes  des  zweiten  DifFerentialquotienten  von 
fix)  nach  x  ausdrücken. 

Zu  diesem  Zwecke  benutzen  wir  folgende  sehr  einfache  Gleichung 

«.)  -  fC-^) + (.  -  '-^)  r  (:±-^)  +  i  (« -  i±^)  rxi), 

in  der  sich  |  mit  x  ändert  und  zwischen  x  und  -^ —  liegt. 

Aus  dieser  Gleichung,  die  ein  specieller  Fall  der  Taylor'schen 
Formel  ist,  leiten  wir  durch  Integration  ab: 


^JU'- 


1 

d 


c 

und  erhalten  auf  diese  Weise  als  Restglied  der  Formel  (40y) 

^-^/"(®);  (41  y) 

0  ist  wieder  eine  mittlere  Zahl  zwischen  c  und  d. 

Um  den  Fehler  zu  verringern,  ist  es  oft  nützlich,  das  zu  be- 
rechnende Integral  in  mehrere  Integrale  zu  spalten  und  auf  diese  eine 
der  Methoden  der  angenäherten  Berechnung  anzuwenden. 
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Zur  Erläuterung  dieser  Bemerkung  spalten  wir  das  Integral 

d 

ff(x)dx 

c 

in  folgende  s  Integrale: 

C+-J-  c  +  »-^  c  +  8^^  ^ 

ff(x) dx ,     ff{x) dx ,    Jf(x) dx,.  ..,    ff{x) dx , 

SS  I 

wobei  s  natürlich  eine  endliche,  positive,  ganze  Zahl  bedeutet. 

Indem  wir  auf  jedes  der  so   entstandenen  s  Integrale    die  Formel 
(40  a)  anwenden,  erhalten  wir  folgende  Näherungsgleichuugen 

,d—c 


Jf{x)dx=^'^f{c), 

c 

jnx)dx==='^f(c  +  '^), 


c+'-^ 


Jnx)dx^'-^f(ä-'^^), 


H-'^ 


deren  Fehler  respective 

sind,  wobei 
c<%<C  +  ^<V^<c  +  2^^'<...<d-'^^'<r,.<  d*). 

Hieraus  leiten  wir  durch  Addition  die  sehr  bekannte  und  einfache 
Näherungeformel 

d 

J'fix)dx  =  '-'^{ac)-^r{c+'-/)^.-.+f{d-'i^')]    (42) 

ab. 


•)  Wir  setzen  d"^  c  vorau». 
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Man  sieht  leicht,  dafs  das  Restglied  dieser  Formel 

^^^^nn)  (43) 

ist,  wobei  r]   eine    mittlere   Zahl   zwischen  c  imd  d  bedeutet   und  der 
Bedingung 

nn,)+nn,)  +  ---  +  nri:)  =  sf\n) 

genügt. 

Der  Ausdruck  (43)  imterscheidet  sich  von  (41a)  durch  den 
Factor  s  im  Nenner.  Wir  können  also,  indem  wir  die  Formel  (40«) 
durch  (42)  ersetzen,  auf  eine  s-malige  Verkleinerung  des  Fehlers 
rechnen. 

Wir  gehen  zu  einem  zweiten  speciellen  Falle  der  Formel  (38) 
über  und  setzen 

m  =  2,    a^  ^  c,    02  =  d. 

Alsdann  ist 

-^1  —  ^2  —      2     ' 


/' 


wir  erhalten  die  sehi-  einfache  Näherungsformel 

d 

%)dx^^-^[fic)-\-t\d)],  (44) 

in  der  das  Restglied  (nach  der  Bemerkung  des  §  13) 

d  d 


=  r'(^)/^ 


^^fi^l=l),,==_(^V"(.)(45) 


16  12 

—  1 
ist. 

Hier  ist 

. 2x  —  c  —  d 

d  —  c 

und  bedeutet  i]  eine  mittlere  Zahl  zwischen  c  und  d. 
Wir  zerspalten  jetzt  das  vorgelegte  Integral 

d 

Jf{oo)  dx 

c 

in  s  Integrale 

.  d — c                     ,    „  d —  c 
c-\ ;—  c4-2 


Jf(x)dx,  Jf{x)dx,  ...,  Jf(x)dx 

c                             ,  d — c                           ,      d — 0 
c-\ d 

und  wenden  auf  jedes  von  ihnen  die  Formel  (44)  an. 
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Weun  wir  der  Kürze  halber 

m  =  y„   f(e  +  '^)  =  y,,...,f(c  +  l~)  =  fj„  ...,m  =  y. 

setzen,  erhalten  wir 


j  f{x)dx  =  ^^  (if,  -\-  y,) 

e 

J  f\x)  dx  =  -^^  ry,  +  j/,) 


<:+- 


J  f{x)  dx  =  ^^  {y,-  j  +  »/O 


C+(l-l)- 


luid 


fax)  dx  =  ^-^{y,+  -2,j,  +  2y,  +  -..  +  2y._ ,  +  y. }  ■         (46) 


Die  geometrische  Bedeutung   der  Formel  (46)  ist  die,   dafs   man 
die  Fläche 


0  ■•  1  ■" » 

welche  von  der  X-Axe,  zwei  zur   F-Axe  parallelen  Graden 
P,,Qo{x  =  c)     und     P.Q.{x  =  d) 


und  der  Curve 


Qo<^'QiQ"Q,-Q.-iQ.  (y  =  A^)) 
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begrenzt  ist,  angenähert  gleich  der  Summe  der  Flächen  der  Trapeze 

PoQo  Qi  Pi ,    Pi  Q.  Q-2  P2 ,    P,Q,Q,P,,..-,  Ps-iQs-i  QsPs 

setzt. 

Aus  diesem  Grunde  wird  die  angenäherte  Berechnung  der  Integrale 
nach  Formel  (46)  die  nach  der  Methode  der  Trapeze  genannt. 

Was   das  Restglied    der  Formel  (46)  betrifft,    so    überzeugt    man 
sich  leicht  davon,  dafs  es  gleich 

{d  —  c)' 


12  s'' 


rw  (47) 


ist,  worin  i]  eine  mittlere  Zahl  zwischen  c  und  d  bedeutet. 

Der  Ausdruck  (47)  imterscheidet  sich  von  (45)  durch  den 
Factor  s^  im  Nenner.  Infolgedessen  können  wir,  wenn  wir  die 
Formel  (44)  durch  (46)  ersetzen,  auf  eine  s^- malige  Verkleinerung  des 
Fehlers  rechnen. 

Eine  besondere  Aufmerksamkeit  verdient  die  Formel  (38)  in  dem 

Falle,  dafs 

o  c  4-  d  , 

m  =  6,     a^=c,     a^  =  — ^,     «3  =  « 

ist. 

Alsdann  ist  nämlich 

^.  ^fi'-^.zT-" "« = ~/-ß(>  - 1) «« = i  (<i  -  c), 

c  —1 

c  —1 


es  geht  also  Formel  (38)  über  in 
d 

fax)  dx  =  ^-'-  [f{c)  +  4/-  (^^)  +  f{d)  ] .  (48) 

c 

Dabei  finden  wir,  wenn  wir  in  (37) 
m  =  n  =  ä,    «j  ^  «2  ==  «s  =  1,     «1  =  0,     «2  ^  — - — ,     a^  =  d 
setzen,  dafs  das  Restglied  von  Formel  (48)  gleich 

d 

'  {x  —  c)(2x  —  c  —  d){x  —  d) 


ß 


12 

c 

ist. 


rmdx 
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liier  kann  man  den  mittleren  Wert  /""(|)  nicht  vor  das  Integral- 
zeichen herausnehmen,  da  das  Product 

(x  —  c)  (2x  —  c  —  d)  (x  —  d) 
innerhalb  der  Integrationsgrenzen  sein  Vorzeichen  ändert. 

Noch-  einfacher  kann   mau  jenes  Restglied  mittels  eines  gewissen 
Wertes  des  vierten  Differeutialquotieuten  von  /\x)  nach  x  ausdrücken. 

Wir  bemerken  nämlich,  dafs   die   ganze   Function  dritten  Grades 
von  2 

+  ^''~(d~y  ~'^  m-\-K(e-c)  (2z  -c-d)(z-d) 
für  jeden  Wert  des  Coefficienteu  K  den  Bedingungen 

cp(c)  =  /-(c),  ^(i±^)=/-(^,  <pid)  =  ad) 

genügt. 

Bei  einem  bestimmten  Wert  von  K  haben  wir  aufserdem 

daher  können  wir 

fix)  =  ^{x)  +  ^"""^f  ,"2.7.1'^'-^  /"(^^ 

setzen,  worin  |  sich  mit  x  ändert  und  beständig  zwischen  der  gröfsten 
und  der  kleinsten  der  Zahlen 

X,  c,  d 
liegt. 

Hieraus  erhalten  wir  durch  Integration: 

Jf{x)dx  ^ßix)  dx  +/^^^^^?^^'l^^^/^(S)rf^ 

C  C 

d 

=^-^-^[f{c)  +  4f{'-^^'')+fX^]+Kf{x-c){2x-c-d)ix-d)dx 

C 
0 

=  '^  [fic) + 4f{^P) +f{d)\+ Kß'-  '^  id  -  cy  dt 

—  1 
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und  endlich 

/«.)... '^j«.)+4f(^)+/-»|-i.(^TrS^- 

c 

Folglich  ist  das  Restglied  der  Formel  (48) 

_  £  (d-cy    r(r,)    _  _  (d-cy  /^) 

15\     2     /    1.2.3.4  \     2     /       90     '  ^      '' 

wobei  T]  eine  mittlere  Zahl  zwischen  c  und  d  bedeutet. 
Durch  Anwendung  der  Formel  (48)  auf  die  Integrale 

c-\ c+2 

Jf{x)  dx ,    jf{x) dx, .  .  .,  Jf(x) dx 

c  ,  d  —  c  ,       d — c 

erhalten  wir,  der  Kürze  halber 

f{d)  =  y, 
setzend,  die  NäherungsgleichiingeD: 

,  d  —  c 

J  f{x)  dx  =  ^  [y^  +  4«/^  +  y, ) 

C 

j  fix)  dx  =  ^^  {i/i  +  Ay^  +  y^  ] 

.d-c 

o  +  sl^" 

s 

J  f(x)  dx  =  ^  {2/2  +  4y^  +  y,} 


und  hieraus 

d 

J>(a;) (?a;  ==^--^{y^  +  iy^  +  2y,  +  Ay^  +  ...  +2y._,+4y,_^-\-y, } .  (50) 
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Mau  kanu  .sich  leicht  überzeugen,  dafs  das  liestglied  der  Formel  (50), 
die  unter  dem  Namen  der  Simpson  sehen  Formel  bekannt  ist,  gleich 

gesetzt  werden  kann,  wobei  ri  eine   mittlere  Zahl   zwischen  c  und  d 
bedeutet. 

Der  Ausdruck  (nl)  unterscheidet  sich  von  (49)  durch  den 
Factor  s^  im  Nenner.  Daher  kann  mau  hoö'en,  durch  Ersetzung  der 
Formel  (48)  durch  (50)  den  Fehler  s*-mal  zu  verkleinern. 

ludern  wir  zur  Formel  (38)  für  willkürliche  Werte  der  positiven 
ganzen  Zahl  m  zurückkehren,  wollen  wir 

setzen. 

So  kommen  wir  zu  der  angenäherten  Formel 

ff{x)  dx  =  (d-c)  ^Hf[c  +  i  ^~=^) ,  (52) 

c 

welche  die  sogenannte  Methode  von  Cotes  darstellt. 
Hier  ist 

d 


k4 


(a:_c)...(a;-c-(t-l)^)(a;-c-(i+l)^^^)-(x-rf)(m-l)"'-i 
dx 

;:   j  t.(i-i)-..2.i(-i)-(-2)-..(i-».  +  i)((i-cr 

c 

m— l 

^^(^-l)•■•(^-^•+l)(^-«•-l)^••(^  — w  +  l)     äz    _  .     . 

J  t(t-l)-l(-l).(-2)--(i-m+l)  »H  — 1'  ^"^^f 

0 

die   durch  den  Buchstaben  Z  bezeichnete  Summation  bezieht  sich  auf 
den  Iudex  /,  den  man  gleich 

0,  1,  2,  .  •  •,  m  -  1 

setzen  mufs. 

Der  Name  „Methode  von   Cotes"  rechtfertigt  sich  dadurch,   dafs 

I 

Cotes  zuerst  die  Werte  der  Coefficienteti  11  für 

m 

«»  =  2,  3,  4,  5,  6,  7,  8,  9,  10  und  11 
berechnet  hat. 
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Wir  führen  hier  die  von  Cotes  gefundenen  Zahlen  an: 


2  2^ 

0  2  j  '4 

8  S  6   '  3  b 


0  3,  1  2  „ 

4  4®  44® 

0  4  fT  13  go  ^  12 

0  5  ,Q  1  4  „p. 

TT  TT  "^^  T7    IT  '"^ 

f=f  =17280' 

r7_rT_J89  h  ^  If  ^  ^^     TT  ==  fj  ^  — -^^     W=n=^^^ 

■f        g         28350'  3         g        28350'    g         g  28350'    g         g        28360' 


4 
9 


4540 


28350 ' 

rr  _  Ir  _  2857   fT  ==  ^  =  ^^^  TT  =  H  =  ~^'^       H  =  H=  ^^^ 
To    10    89600'  jo    jo    89600'  i„    ^^    89600'  ,„    jj,    89600' 

4      .5      


10     10 


89600 ' 


48525 


TT=H=^   ^'^"^^   H=  N=.  ^"^^""  TT  =H=. 

77   77   598752'  77   77   598752'  77   77    598752  ' 

jT_  Ij  _  272400    *  If  —  _  260550   ^  _  427368 

77      77      598752 '    77      77  59^8752 '   77  ~  598752 ' 

Beiläufig  bemerken  wir,  dafs   die  Formel  (52)  für  w  =  2  in  die 
Formel  (44)  und  für  m  =  3  in  (48)  übergeht. 

§  15.    Um  einen  möglichst  hohen  Grad  der  Genauigkeit  zu  erreicJwn, 
hat  Gaufs  vorgeschlagen,  die  Zahlen 


so  SU  wählen,  dafs  die  Formel  (38)  völlig  exact  für  jede  ganze  Function 
f{z)  sei,   deren  Grad  (2m  —  1)  nicht  übersteigt. 

Ehe  wir  die  Methode  von  Gaufs  betrachten,  wollen  wir  einige 
Worte  über  eine  allgemeinere  Methode  sagen,  die  dem  Falle  der 
Formel  (36)  entspricht,  wenn  einige  der  Zahlen 
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gleich  zwei  und  die  übrigen  gleich  eins  sind. 

Es  sei 
a,  =  «j  =  ■  •■  =  «i  =  2,  a*+i  =  ut+t  =  •  ■    =  «m  =  1 ,  «  =  «f  +  /.•. 

Alsdann  haben  wir  zur  Bestimmung  der  Function  F{e)   die  For- 
meln (6),  (7)  und  (8). 

Diese  Formeln  zeigen,  dafs 

fF(x)  dx  =  C,  /-(a, )  +  a/-(a„)  +  •  ■■  +  C,4{a„)  -f  Z).  /"(a,)  +  •  •  +  ^./'(«O- 

c 

wobei  die  Coefficienten 

C,,  (7g,  . .  .,  Cm,  Dl,  -Dj,  .  .  .,  Dk 
nur  von  den  Werten  der  Zahlen 

C,    d,    Ol,   flj,    .  .  .,    Oi,    Oi  +  i,    .  .  .,    Arn, 

nicht  aber  vom  Charakter  der  Function  f(x)  abhängen. 
Somit  haben  wir  die  NUheruugstbrmel 

ff{x)dx  =  CJ(a,)  +  ■■■+  C„f{a,„)  +  7),  f'{a,)  +  ■■■  +  D,f'{a,) ,     (54) 


deren  Restglied 

d 
/  loa         a._l_..A  '  V^y""^ 


r(x  -  a,)=(a;  -  a,)« . . .  (x  -  a^)'(a;  -  a^+i) . .  .(x-aj 


1  .  2  .  3  .  .  .  (t  4-  m) 

Null  wird,  sobald  f{e)  eine  ganze  Function  niedrigeren  als  (A- -f  »»)"" 
Grades  von  z  ist. 

Die  Bestimmung  der  Coefficienten 

Ci,  Cj,  . .  .,  Cm,   i*, ,  .  .  .,   Dt 

bietet  keine  wesentlichen  Schwierigkeiten  dar. 
Nehmen  wir  jetzt  an,  dafs  den  Zahlen 

a,,    flj,    .  .  .,    Om 

solche  Werte  gegeben  sind,  dafs  alle  Coefficienten 

D„D„...,Dt 
Null  werden. 

In  diesem  Falle  erhalten  wir,  indem  wir  in  Formel  (54)  statt  f{x) 
successive 

_?L(*.)___       „   .°L(^)  -   "'^^^— ,,    a,(x)w(x) 

(x-a,)c»'(o,)'    (a:-a,)a)'(a,)'    '  ' ''    (a;-ajco(oj'        wrv/ 

setzen,  wobei 
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a{x)  =  (x  —  a,)(a;  —  a^)  .  .  .  {x  —  a„,) 

ist  und   9)  (x)  eine  willkürliche  Function  (k  —  1)**°  Grades   von  x  be- 
deutet, die  exacten  Gleichungen 

d  d  d 

p   r (a{x)dx  ,,    /• m{x)dx  ^    /'      m{x)dx 

1  -J{x-a,)m{a,y  ^^—J{x-ä,W{^,)'  ■■•'     "'JiX'-aJco'ia' 

c  c  c 

d 

j  C3{x)(p{x)dx  =  0. 


(55) 


Andrerseits  sehen  wir,  wenn  wir  iu  Formel  (54)  die  Function  f{x) 
successive  gleich 

(o{x)ca{x) m  {x)w{:^ m  (x)  m  (x) 

{x-a^){x—a^^^)...{x~aj'  {3:  —  a^)(x  —  a^_f_j)'...{x~aJ'  '"'  (x-a^)...{x-aj 

setzen,  dafs  die  Coefficienten 

B^D,,  ...,  D, 

für  jede  ganze  Function  <p{x)  (k  —  1)'""  Grades   von  x  unbedingt  Null 
werden  müssen,  sobald  das  Integral 

rf 
l(a{x)(p{x)dx 

e 

Null  wird. 

Demnach  sind  die  Bedingungen 

D,  =  0,  Z>,  =  0,  ...,  A  =  0 

gleichwertig  der  einen 


lm(x)q)(x)dx  =  0, 


die  ihrerseits,  da  die  ganze  Function  q}{x)  (k —  l)*""  Grades  willkürlich 
ist,  folgenden  k  Bedingungen  gleichwertig  ist: 

d  d  d  d 

I  (o(x)dx=0,  jxa{x)dx  =  Q,  jx^(a{x)dx  =  0,...,  ix''~^G}(x)dx=0.(b&) 

c  c  c  c 

Unter  diesen  Bedingungen  fallt  also  die  Formel  (53)  mit  der 
Formel   (38)  zusammen. 

Dabei  wird  natürlich  die  Formel  (38)  exact  für  alle  ganzen 
Functionen  f{x),  deren  Grad  niedriger  als  {k  -\-  w)  ist. 

Man  überzeugt  sich  auch  leicht  von  der  Notwendigkeit  der  Be- 
dingungen (56)  dafür,  dafs  die  Formel  (38)  für  alle  soeben  erwähnten 
ganzen  Functionen  f(x)  exact  sei. 
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Wollen  wir  weiter  die  Bediiiguugeu  (56)  betrachten,  so  setzen  wir 
in  ihnen 

a(z)  =  z'"  +  |jjg"'-i  +  ps«"'-2  H 1-  2,,,,^,^  +  p,„         (57) 

und  kommen  so  auf  ein  System  von  k  Gleichungen  ersten  Grades 

^hT"i  t-  Pi  ~m  r  ^«         ni  - 1  "^ 

(^j g> 

+  Pm-l         o  +  i^.«  (rf  —  C)  =  0 


d'-C>     ,  d'-C«  ^ 


(58) 


^r+ft         f"  -^i         m  +  fc-1  I 

+  P-'-^-T+T-  +  P-  -JT-  =  0 
mit  den  »«  Unbekannten 

Pi>  i'a>  •  ■  •)  Pm- 
Dabei  ist 

Z.-  <  m. 

Ist  Ä  kleiner  als  tu,  so  ist  die  Zahl  der  Gleichungen  (58)  nicht 
hinreichend  zur  vollständigen  Bestimmung  der  Coefficieuten 

Pl,  Pi,    ■■■,P,n 

und  wir  können  zu  diesen  Gleichungen  noch  willkürlich  gewählte 
m  —  /.•  Nebenbedinguugeu  hinzufügen ;  so  können  wir  z.  B.  die  Werte 
der  Zahlen 

a*  +  l,    <lk  +  i>    ■  ■  ■,    Om 

vorgeben. 

In  diesem  Zusammenhange  wollen  wir  unsere  Aufmerksamkeit  nur 
auf  folgende  Fälle  richten: 

1)  Je  =  m ;     2)  Je  =  m  —  1,  a,„  =  c;     3)  Je  =  m  —  1,  a,„  =  d; 
4)  Je  =  m  —  2,  a,,,—!  =  c,  a^  =  rf. 

Zuerst  wollen  wir  beweisen,  dafs  im  ersten  dicsa'  via'  Fälle, 
welcJier  der  früJier  crwäJtnien  MetJiode  von  Gaufs  etttspricid,  die  ge- 
sucJite  Function 

, .     __i d'"(f-c)'"(f-dr 

•"W  =  2m(2m  +  l)...(m  +  l)  d«"' 

ist. 
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Zu  diesem  Zwecke  bilden  wir  eine  andere  ganze  Function 

üfs)  =  ^"7^)'"    03 (c)  +  ,  K~T'^l.^  «'(c)  +  ■  •  •  +  T^i^^  «^"''W, 
^  ^         1 .  2  . .  .  m      ^  '    '     1  .  2  . . .  (m  +  1)      ^  ■'    '  '     1  .  2  ...  2  m  ^  ■" 

die  den  Bedingungen  genügt: 

il(c)  =  il\c)  =  ß"(c)  ==•••  =  Sl^"'-'\c)  =  0 ,    £l^"'^(z)  =  0(0). 
Alsdann  ersetzen  wir  in  der  Gleichung 

d 

(g>{x)  (p(x)dx  =  0 ,  (55) 

c 

in  der  9  (x)  eine  willkürliche  ganze  Function  {m  —  l)**"  Grades  be- 
deutet (k  =  tn),  die  Function  0(0;)  durch  il^"'1  (x);  durch  partielle  Inte- 
gration erhalten  wir  so: 

d  d 

fsi("''>  {x)(p{x)  dx  =  .Q('«-i'  {d)  (p{d)  —fil<'"-^'>{x)  <p'{x)  dx 

c  c 

d 

==  ß("'-i'((?)  <p(d)-Sl("'-%d)  (p'(d)  -f Ji^("'-2)  (a;)  g5"(a;)  dx 

C 

= iit^-^'C^^)  9>  (d)  -£l^"'-^\d)  (p'{d)-{----  ±£l{d)  <p^"'-^\d). 

Folglich  mufs,  bei  unseren  Bedingungen,  der  Ausdruck 

il^^'-')(d)(p(d)  -  il^^-^){d)(p\d)  -I +  ^{d)  (p^'"-^\d) 

Null  werden  für  jede  ganze  Function  (p  (s),  deren  Grad  niedriger  als 
m  ist. 

Hieraus  ist  ersichtlich,  dafs 

ß(m-i)(^)  =  ß('"-2)(c^)  =  .  .  .  =  Sl'id)  =  Sl{d)  =  0 
ist  und  dafs  sich  Sl{s)  von  dem  Producte 

{z  —  c)'"  (2  —  rf)'" 

nur  um  einen  constanten  Factor  unterscheidet. 
Somit  ist 

£l{z)  =  K{s  —  c)"'(2  —  fZ)'" 


und 


.i.)=^K^^^^^f^^,  (59) 


wobei  K  von  0  unabhängig  ist. 


Bis  jetzt    stützte    sich   unsere   Ableitung    nur    auf   folgende    drei 
Eigenschaften  der  gesuchten  Function  cj(^): 

M  arkof  f ,  Differenzeurechnung.  5 
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1)  CO  (z)  ist  eine  ganze  Fuuctiou  vou  r; 

2)  der  Grad  dieser  Fuuction  ist  uicht  höher  als  ni; 

d 

3)  jm  (x)  (p  (x)  dx  =  0 

c 

für  jede  ganze  Function  <p{z),  deren  Grad  niedriger  als  m  ist.  For- 
mel [b'd)  giebt  uns  also  einen  allgemeinen  Ausdruck  für  alle  Functionen 
0)  {^z),  die  diese  Eigenschaften  besitzen. 

Solche  Functionen  werden  wir  Legendre' sehe  Functionai  nennen. 
Bei  denselben  Werten  von 

c,  d,  m 

uuterscheiden  sieh  die  Functionen  von  Legendre  unter  einander  nur 
durch  einen  von  z  unabhängigen  Factor. 

Lidetn  vAr  von  ihnen  diejenige  ivählen,  in  welcJier  der  Goefficienl 
von  2"'  gleich  Eins  ist,  lomwen  wir  zu  dem  gewünschten  Besnltate 

"» W  =  2m(2».-l)...(m+T)  ^V '  ^""^^ 

Wenn  also  die  Zahlen 

a,,  «o,  .  .  .,  a„, 
mit  den  Wurzeln  der  Gleichung 

zusammenfallen,  so  ist  die  Formel  (38)  völlig  exact  für  alle  ganzen 
Functionen  /(«),  deren  Grad  niedriger  als  2»m  ist. 

Umgekehrt,  wenn  für  alle  solche  Functionen  f(£)  die  Formel  (38) 
genau  ist,  so  fallen  die  Zahlen 

mit  den  Wurzeln  der  Gleichung  (61)  zusammen. 

Hierbei  ist  es  wichtig,  sich  davon  zu  überzeugen,  dafs  alle  M'ureeln 
dir  Gleichung  (61)  reell  und  von  einander  verschieden  sind. 

Wir  nehmen  dazu  an,  dafs  beim  continuirlichen  Anwachsen  der 
Variablen  z  von  c  bis  d  der  Ausdruck 


dz"' 
gerade  I  Mal  sein  Vorzeichen  wechselt. 
Ein  solcher  Zeichenwechsel  von 

d;'\z-cf{z  —  df' 
de"" 
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finde  nur  beim  Durchgange  von  s  durch  die  Werte 

statt. 

In  diesem  Falle  mufs  das  Product 

{z  -  a,){z  —  «,)...(«-  «0  -—-—4^ '-- 

O/Z 

für  alle  Werte  von  g,  die  zwischen  c  und  d  liegen,  beständig  ein  imd 
dasselbe  Vorzeichen  haben;  somit  kaim  das  Integral 

d 

{X  —  Ol)  (x  —  a.^  ..  .(x  —  «,)  ^ ~ —dx 


a 


nicht  Null  werden. 

Nun  wissen  wir  aber  aus  dem  Vorhergehenden,  dafs  das  Integral 

d 


/ 


g?  (x)  — ^^ —^ —  dx 


unbedingt  Null  wird,  sobald  <p  (z)  eine  ganze  Function  von  s  und  ihr 
Grad  niedriger  als  ni  ist. 

l  ist  daher  nicht  kleiner  als,  sondern  gleich  m. 

Auf  diese  Weise  überzeugen  wir  uns  nicht  nur,  dafs  alle  Wurzeln 
der  Gleichung  (61)  reell  und  verschieden  sind,  sondern  auch,  dafs  alle 
zwischen  c  und  d  liegen. 

Indem  wir  weiter  ia  den  Formeln  (38)  und  (39)  statt  (o(z) 

,.  ^ 1 ä^jz—eriz—dr 

'»'« W  =—  2OT(2m  —  1) . . .  (to  + 1)  az'" 

setzen,  kommen  wir  zu  der  Näherungsformel 


0 

ß 


d 

f(x)dx  =     ,  ■    ,  f(a.)  H — ,-T-^  /(a,)  +  •  •  ■  H —, — ^  f(am) ,       (62) 


welche  die  Gaufssche  Methode  darstellt. 
Es  ist  hierbei 

«>m{z)=(z—a,)(z—ao)...(z—a,n)^^-  .-„- rv — -. — r— ■  — ^ '—^ '- 

^  ^     ^         ^^^         ^■'    ^         '"■'      2»»(2m  — l)...(»B+l)  dz'" 

und  a 


(63) 


i.2...2m, 


d 
(im)  , 


1 .  2  ...  2m 
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Aus  Jeu  frühereu  Betrachtuugeu  folgt  uocL,  Jafs  das  üestgUeil  im 
der  Gau fs  sehen  Formel  folgende  Gestalt  hat: 
</ 

/•'^"'^fi)      /■  _^_J dr(x—cr{x-if  <r{,x-cT(x—d)"   . 

1.2...2m  J  (2m)»...(m+l)»  ja-m  ja,«  "^ 

c 

d 

/'  1 (T+^x— c)"'(a;-t/)'"  <i'"-^(a;-c)"(x-d)"'  , 

("sm)'...(m+ir'  da;m+i  ^^-i  ''a: 

c 
d 

/•  1  d"'+^(x-c)"'(x-d)'"  d"'--(x-cr(x-rf)"' 

J  (am)»,  .(w+1)«  dx"'+*  rfx"'-» 

C 

~     1.2. ..2?«     J(2m)=..  (m  +  1)«  ^.i.sm  V^       ''''    V-^-      "j    «* 

„  (-1)"7<"">(§)     /• 1.2...2m ,    _ 

"      1.2. ..2m     J  (2m)«(2m-l)'...(m  +  l)'^*      ^^    ^*       ' ''    "* 

C 

1.2. ..2m        J(m  +  l)(OT  +  2)...(2m)  m  +  l*^^       '^^         "^^       "^        "^ 

c 

1)/'         1.2...t»  m       m— 1/         \,„j.»  /         «„   «7 

^  (»i+l)(»n+2)  ..(2«i)  "•+!    w  +  2^  ß        \  j 

c 

=  (       J^^J^^.-^."^ r  /"•"'"  (g)     ('(x-eY"-dx 

l(n»  +  l)(»»4-2)...(2n»)J    1.2...2mJ    ^  -* 

c 

_  ('^ -«')""+'  I  l-2.3...m  I  *   ^""■>(g)  , 

2m-|-l       l(m  + 1)(hi +  2)...(2m))     1.2...2in'  ^      ' 

wobei  I  eiue  mittlere  Zahl   zwischen  c  und  d  bedeutet,   uud  alle  Um- 
l'ormuugen  mittels  der  partiellen  lutegratiou  geschehea 

Nachdem  wir  so  den  ersten  der  vier  (S.  64  erwähuteu)  Fälle  genau 
betrachtet  haben,   überzeugen   wir  uns    leicht,  dafs   den    übrigen    drei 
Fällen  folgende  Formeln  *J  entsprechen: 
<i 

'  1  =  1, 8,. ..m 

+  i.i-.Tr(2srli)j(^-'^)l         .r-c         )  ^''^•)'     (65) 

c 

•)  In  Klip.  VII,  bei  der  Vorallgemoiuerung  der  Kormelu,  werden  wir  genauer 
auf  dos  Einzelne  eingehen. 


1  .2  .~'im 
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'^  1  =  1,2,.  ..m 

+  l.2...(2m-l)  j(^-^)l ^^ )   ^^'  (6b) 

C 

"  i  =  l,i,...,m 


+ 

Hierbei  ist: 

,  s  ^ 1 d"'-'(g_c)"'-i(^-dr-' 

"«-iW         (2ot_2)(2»h  — 3)...m  rf«'"-^  ' 

öm-sW         (am  — 4)(2m  — 6)...((n  — 1)  (Üä""-^  ' 

'""'(^)  ==  ~~dr~ '  '""'-' (^''  ^  ~~d'z^ '  '»'"-n^)  =  — Tg — ' 

d  ■  d 

c  c 

C0„,(C)  , <",n(ß)_  „   _  <0jc)  wjd) 

CCm  /  i\  «     CCm    "'" 


6,,  b.y,  ...,  b,„  sind  Wurzeln  der  Gleichung  «„(.s)  +  a,„a),„_i(^)  =:  0, 

h^',})^,  ...,h'rn       „  „  „  „  mm{z)  +  ttmOOm-l{z)  =  0, 

b",b„",...,b"n     „  „  „  „  O3m{0) -{- CCm<am-l{z)  =  0; 

fj,  ^,  9  bedeuten  mittlere  Zahlen  zwischen  c  und  d. 

Wir    bemerken   noch,    dafs    sich    Gleichung  (61)   durch  die   Sub- 
stitution 

X  =  c  -\-  (d  —  c)t 

in  folgende  umformen  läfst: 

dt"'  '  ^  ^ 

deren  Wurzeln  weder  von  c  noch  von  d  abhängen. 

Aufserdem  können  wir  der  Formel  (62)  die  Gestalt  geben: 

ff{x)dx={d—c)[EJ{c+{d-c)t,)  +  -  +  E,nf{c  +  {d-c)Q],  (69) 

worin  allgemein 


70 
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_    /•(<-<.)(<-<.)■■■(<-  t._i)  (t  -  t.+i)  ■  ■    (<  -  U 

-^'  ~  J  (t.  -  «.)  (t,  -«.)•••  («,  -  «.-i)  (<,  -  «.+1)  •  •  •  (*'-'".) 
0 

ist  und 

f ij  'ä j  •  •  • '    "* 

die  Wxirzeln  der  Gleichung  (68)  bedeuten. 
Gaufs  hat  die  angenäherten  Werte  von 

ti,  Ei,  log  Ei  für  m  =  1,  2,  3,  4,  5,  6,  7 
berechnet. 

Die  von  Gaufs  gefundenen  Zahlen  sind: 


di 


«t 

« 

E 

Log  JS 

f»  =  l  { 

0,5 

1 

m  =  2 

0,2113248664  051871 

1 

0,7886751346  948129 

1 

2 

0,1127016663  792583 

5 
18 

»1  =  8 

0,5 

4 
9 

0,8872983346  207417 

5 

18 

0,0694318442  029754 

0,1739274225  687284 

9,2403680612 

0,3300094782  075677 

0,3260725774  312716 

9,5133142764 

m  =  4 

0,6699905217  924323 

0,3260725774  312716 

9,5133142764 

0,9305681557  970246 

0,1739274225  687284 

9,2403680612 

0,0469100770  306680 

0,1184634425  280945 

9,0735843490 

0,2307653449  471586 

0,2393143352  496832 

9,3789687142 

»1  =  6 

0,5 

0,2844444444  444444  =  |^ 

9,4539974559 

0,7692346550  528415 

0,2393143352  496832 

9,3789687142 

0,9530899229  093320 

0,1184634426  280945 

9,0735843490 

0,0337652428  984240 

0,0866622461  895852 

8,9327894680 

0,1693953067  668678 

0,1803807865  240693 

9,2661902763 

fn  =  6 

0,3806904069  584016 

0,2339569672  863456 

9,3691359831 

0,6193095930  415985 

0,2339669672  863456 

9,3691359881 

0,8306046932  331322 

0,1803807865  240693 

9,2561902763 

0,9662347671  015760 

0,0866622461  896852 

8,9827894580 

0,025446043«  286202 

0,0647424830  844348 

8,8111893629 

0,1292344072  003028 

0,i;t98526967  446384 

9,145670S12I 

0,2970774243  113016 

0,1909160262  526695 

9,2808401093 

m=.7 

0,6 

0,2089796918  367347  =  ^^^^ 

9,8201088766 

0,7029225766  886986 

0,1909160262  625596 

9,2808401093 

0,8707665927  990972 

0,1398526967  4411384 

9,1466708421 

0,974563950,1  713798 

(1,0647424830  841348 

8,8111893629 
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Bei 


200000 

/dx 
log  X 

1 00000 


f{s)  =  p!-  ,   c  =  100000,  d  =  200000 


log« 


ist  das  Restglied  der  Simpson'schen  Formel  (50)   eine  negative  Zahl; 
in  der  Gaufs'schen  Formel  (69)  dagegen  eine  positive  Zahl. 

Diese   Bemerkung   festhaltend,    setzen   wir  in  den  Formeln  (50) 
und  (69) 

f{e)  =  i^,   c  =  100000,   d  ^-.  200000,  s  ^=  5,  m  =  4 


imd  führen  folgende  Rechnungen  aus; 

10000 


13^00-00  <    868,58897 

<  3445,82943 

<  1710,09642 


40000 

logiiöboö 

20000 
log  120000 


<  1669,04101 

<  3321,27884 


l^^o  <  3396,94402 


20000 
log  160000 

40000 

log  170000 

loglToo  <  1652,79529 
RgllS  <  3290,88656 


20000 

lögl4Ö00Ö 

40000 


<  1687,84951 
ogi50000<  3356,15785 


10000 


log  200000 


<    819,26434 


10753,26604 


14465,46620 
10753,26604 


25218,73224 


Ö  «00000 

8406,24408  >   f^ 

lOOOOO 


17392,74225 


log  106943,18442 
32607,25774 


log  133000,94782 
32607,25774 


log  166999,05217 
17392,74225 


log  193056,81557 


>  1501,95705 

>  2763,76923 

>  2711,45463 

>  1429,06203 


fA^  >  8406,24294 

/  log  X  ' 


100000 
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Unsere  Rechnungen  zeigen,  dafs  wir  mit  einer  Genauigkeit  bis  auf 

iOOOOO 


i 


100000 

setzen  können. 
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Einige  Eigenschaft en  der  Legendre'sclicii  Fiinctioiion    und 

d 

Entwicklung  des  Integrals  /-^  =  iog^^^  in  einen  Kettenlinuli. 

§   lü.      Wenden   wir   luis   nun  zuerst    zu    dem    Beweise,  dafs   die 
Legendrc' selten  Functionen 

^  '  de"' 

der  linearen  Differenzialgleichung  ztveiter  Ordnung 

(z  —  c)  {z  —  d)  (o"{z)  +  (2«  —  c  —  d)  a'iz)  -  m  {m  -\-  l)a}{e)  =  0  (70) 
geniigen. 

Zu  diesem  Zwecke  betrachten  wir  das  Integral 


a 

J'«,  (,A  '^('C  —  c)  (a;  —  d)  <p' (x)   , 


in  dem  q){x)  eine  willkürliche  ganze  Function   (»»  —  1)'"°  Grades   be- 
deutet. 

Ein  derartiges  Integral  iiiul's  nach  den  Ausführungen  des  vorigen 
Kapitels  Null  werden. 
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Andrerseits  erhalten  wir  durch  partielle  Integration 

d  d 

r^^^  d{x-c){x--dWix)  ^^  _  /  (^  _  ^)  (^  _  ,;)  „'  (a;)  (p'  (x)  dx 

c  c 

d 

/d(x  —  c)(x  —  d)  co'  (x)      ,  s  , 
- — -^i 'P(^)^^- 


Folglich  ist 


Jdjx-c)^-d)^^  ^^^^^^  _  ^ 


für  jede  ganze  Fimction  q>(x),  deren  Grad  niedriger  als  m  ist. 
Hieraus  ersehen  wir,  dafs 

d{z  —  c)(z  —  d)a>'  (2) 
dz 

eine  Legendre'sche  Function  ist  ivnd  sich  von 

nur  durch  einen  von  z  unabhängigen  Factor  unterscheiden  kann. 
Wir  brauchen  nunmehr  die  höheren  Glieder  der  Functionen 

,  ^         ,   d(z  —  c)(z  —  d)aii'  (z) 
m{z)   und   -=^ '-^ — — 

nur  noch  miteinander  zu  vergleichen,  um  zur  Gleichung 

d{z  —  c){z  —  d)(a{z)  ,        ,     ^s     f  -s 

die  der  Gleichung  (70)  äquivalent  ist,  zu  gelangen. 

§  17.     Wir  schreiten  nun  zur  Ableitung  des  linearen  Zusammen- 
hanges 

«,„+,  (.)  =  (,  _  ^j  «„,(.)  -  --^^-A^_  «„,_,(.)     (71) 
zwischen  den  drei  successiven  Legendre'schen  Functionen: 

'"  +  1W         (2m  +  2)(2TO  +  l)...(j«  +  2)  (i2"'  +  i  ' 


«>m-\{z) 


2»J(2-I)...(m  +  1)  g^^ra  > 

1 dT-'^iz-cf-^iz-d)" 


(2m— 2)(2»j  — 3)...m  g^rr, 
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Da  die  höheren  Glieder  der  ganzen  Functionen 

respectiye  gleich 

2'"  +  *,    z'" 

sind,  so  ergiebt  eine  einfache  Division  von  am+i{s)  durch  aj,„(r)  das 
Resultat 

(o,„  +  i(z)  =  (2  +  qm+i)(o„(e)  +  X{e), 

wobei  qm  +  i   von  z  unabhängig    und    der  Grad    der   ganzen    Function 
X(ii)  niedriger  als  w  ist. 

Es  gilt  dabei  die  Bedingung 

d  d  d 

JX  (x)  <p  {x)  dx  =fo}m + 1  («)  9»  {x)  dx  —j  ^x+q^^  1)  a„  {x)  tp(x)dx  =  0, 

c  c  c 

für  jede  ganze  Function  q>(x),  deren  Grad  niedriger  als  m  —  1  ist. 

k{z)   gehört    also  zu  den    Legendre'schen  Functionen    und    unter- 
scheidet sich  von  an  —  \(z)  nur  durch  einen  von  z  lumbhiingigen  Factor. 

Demnach  ist 

Cm  +  lC-O  =  (^  +  qm  +  l)(Om{z)  —  JJ„  + 1 a)„  _i («)  . 

Zur  Bestimmung  der  Constanten 

;)„,+!  und  3m +  1 
denken  wir  uns  der  Variabelu  z  specielle  Werte  c  und  d  gegeben. 
Mit  Benutzung  der  bekannten  Formel  von  Leibnitz 

finden  wir: 

und  desgleichen: 

/  \  1 . 2  . . .  (m  + 1)  /        ,\„  1 ,  m  + 1     /         ,\       ,  s 

"'"+'W  =  (2m  +  -2K2m+l)^(i  +  2)(''-'^)"'^'  =  2(2»H-l)('=-'^)'°'»W' 

""-' (^)  =  (2m- 2)(2m"^85-.  .m  (''-'')"'"'  =  ^r^iy  •»'»('')  ' 
m  +  1     .,        .  ,.  ,,.        2(2m— 1) 


CO 


■+'(^)="2(2».  +  l)(^^'''')""'^'^^'   "'''— W=   ,„(</- C)    "'"•('')• 


Bei   Berücksichtigung   aller  dieser  Gleichungen    erhalten   wir    die 
zwei  Gleichungen: 
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(w  +  l)(c— (?)         ,     ,  X        2(2»j  — 1)  if..  , 

(»»  +  l)(d  — c)         .  ,  ,  s        2(2»»  — 1)  ,„..      „         ,s 

aus  denen  wir 

c  +  d  _  TO'(fl!-c)g  

gm  +  i  —  2      )     ^'"  +  1  "~~  4(2m-l)(2OT  +  l) 

ableiten. 

Auf  diese  Weise  ist  die  Beziehung  (71)  vollständig  bewiesen  für 
alle  Werte  Ton  m,  welcbe  gröfser  als  Eins  sind. 
Ganz  in  derselben  Weise  sind 

d 

tm+i(z)  =J  g_a;    ^ ^^> 

c 

'^'«(^)  =J 7^- 


d 


•  X 


und 


^„,_i(^)  =j j::::^ 


x) 
—  dx 


mit  einander  verbunden. 

In  der  Tbat  erbalten  wir  durch  Ersetzung  von 

a„,+i{z)   und    a„,+i{x) 

durch  die  respective  gleichen  Ausdrücke 

{z  +  q,„+i)co,„{z)  —  p,n+iO3,„-i{0)    und     {x  +  qm+i)camix)  — Pm+lC3,n-i{x), 

mittels  sehr  einfacher  Transformationen: 

d                                                                                                   d 
*m+lW=J JZir^ dx  —  pm+lj  JZT^ dx 

d  d 

f'm    (Z)  -  CO    (x)  f 

=  (■2+2«+!)/        "*    g_a;"'         ^X+j  (0,n{x)dX—p,nJ^ii>m-y{z), 

woraus 

^m  +  l{z)  =  (^  +  (Zm+l)  tm{z)  —  p„  +  i^„_i(^)  (72) 

folgt,  da 

d 

j(Om{x)dx  =  0 

ist. 

Bemerken  wir  noch,  dafs 
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d 

^li^)  =J  jz^  dx  =  d-  c, 

c 

d  d 

M^)  -J(e  +  x)dx  -  (c  +  d)Jdx  =  {d-c)[s-^^] 

c  c 

ist. 

Aus  diesem  Grunde  können  wir  die  Formeln  (71)  und  (72)  auch 
auf  den  Fall 

m  =  1 
erweitem,  wenn  wir 

ca^iz)  =  1    und    ^'„{z)  =  0 
setzen. 

Nehmen  wir  den  Kettenbruch 


^  +  g, --^-^ 


^  +  ?,-;^^ 


in  welchem 

—  7_  _(d-c)'        _{d—cy  m^d—c)' 

Ih—C       C,  Pi—      12     '  P»~      15     '•••'  ^"'+'~'4'(2«i-lH2m  +  l)'--(/74\ 

d  +  c  ' 
2~  ^'ii^Qi^la^  •■■  ^im  +  i  = 

ist  und  bilden  wir  die  Näherungsbrüche 

l',  _      P.  P,  _.     Pi 


<?,         «  +  3,'     <?, 


^  +  9i  — 


«  +  9. 


nach  den  bekannten  Formeln 

Pi=Pi      ,  ■?'»=(«+?s)Pi, ,  P^i^^(e+q„+t)Pn,—p„j,iP„-i,... 

Qi'=z+'li,Qi=(e+qi)ie'\-qi)—Pi,--,Qm+i==(z+q«,+i)Qm—Pn^iQm-i,:. 

80  fiiidfii  wir  bei  dem  Vergleich  dieser  Formeln  mit  (71)  und  (72),  dafs 

tl>,„(e)    und    fa,„(«) 
respective  mit 

]',„    und    Q„, 


§  18.]  Einige  Eigenschaften  der  Legendre'schen  Functioueu.  ■  77 

zusammeufallen;  daher  ist 

%S^)  ^    ff, 


^W  Z  +  q, 


«  +  2ä  —  • 


2 +  ?,„_!  -^2^.  (75) 

§  18.    Wir  wollen  nun  beweisen,  dafs  beim  unbegrenzten  Wachsen 
der  Zahl  ni  der  Bruch 

»mW 

sich  einer  bestimmten  Grenze,  nämlich 


/Ä  =  '«s 


z  —  d' 


nähert,  wenn  nur  z  nicht  zwischen  c  imd  d  liegt. 

Zu    diesem    Zwecke    leiten    wir    aus    (71j    und    (72)    die    Glei- 
chungen ab : 

^m+l  (^)  '^m  (^)  -  '<Pm  (^)  «"m+l  (^)  ^  ^m  (^)  "m-l  W  - -»m-1  (^)  "m  (^) 


ff,  ■  ^       ^ 


Wenn  wir  weiter  mit  dem  Buchstaben  v  eine  neue  willkürliche   Zahl 
bezeichnen  und  zur  Abkürzung 

'»'m(«)°'m-lW-0'mW'»m-lW  ,  , 

(3  — «)ff,  p,  ...ff^  '       '      '       ' 

setzen,  so  erhalten  wir  aus  den  Gleichungen 

a,n+i(s)  =  (^  +  q„,+  i)(o,n{z)  —  p,n+ia„,-i(z) 

(a„:+i(v)  =  (V  +  2m+l)öm(«)  —  Pm+lC3„,-l(v) 

Folgendes: 

{m+  1,  0,  z;}=— — \-{m,  z,v]. 

FiPi  •  •  •  Pm^ia+l 

Aus  demselben  Grunde  ist 

{m,  0,  v}=—~ \-{m-l,  z,v}, 

/'iffs   •  ■  ■  Fm 
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woraus  folgt: 

Es  sei 

c<rf<2; 
alsdauu  ist 

(ü^{z)>0,     «.(;?)  >0,...,     C},„_,(2)>0,     co,„ie)>0,... 

C3,{d)>0,     a)i,((0>O,  ...,     ai„,_i(d)>0,     aj,„(rf)  >  0,  . . . 

OT,  z,  a\>  —    und     — T-T  <  I -I  , 

da,   wie    im   vorigen   Kapitel    bewiesen   worden   ist,   allu    \\'urzelu    der 
Gleichungen 

a}i(«)  =  0,     o}^{z)  =  0,...,     aj,„_i(«)  =  0,     (a„,{z)  =  0 ,  . . . 

zwischen  c  und  d  liegen. 

Andrerseits  geben  uns  die  Formeln  (62),  (64)  und  (66)  des  vorigen 
Kapitels,  bei 

die  Gleichungen 

c 

Folglich  ist 

d 

'^J  z-x        <o^{e)'^<o„,_i (d) a,,„ («)  -  ffl„. ((iK. _  1  («)        "m («) 

C 

<"„.(«)  ■  (ir  -  d)  { »»,  «,  d }  ^  «  -<i  \2  -  c/       ^°"'' 
Bei 

z  <c<d 
erhalten  wir  analog: 

0  <  ^4;  -  / -^^  <  -^  (f=-^)'"  ■        (81) 

c 

Aus   den  Gleichungen  (80)   und  (81)  ist   leicht  zu   folgern,  dafs 
sich,  bei  hinreichend  grofseu  Werten  von  m,  der  Bruih 

»mW 
"mW 

von  ik'm  Integral 


S^.-^tr^ 
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beliebig    wenig    unterscheidet,    wenn    nur    z   nicht    zwischen    c    und 
c7  liegt. 

Mit  anderen  Worten:  es  ist 

r 

c<C.d<C.  z 


Durch    Vergleich   dieser    Formel    mit    (75)    kommen  wir    zu    der 
bemerkenswerten  Entwickelung  des  Integrals 


d 


dx 


in  den 

Kettenbruch 

d 

r  dx 

Jz-x- 

c 

.    Pl 

— 

2  +  2i 

— 

Pt 

2  +  3j 

Vi 

2  +  5s  ■  . 

Beispiel.     Es  sei: 

c 

=  0, 

d 

=  1, 

z 

=  2. 

(82) 


Dann  ist 

1 


/Ä=log2  =  L 


3-       ' 


2-1     '1 9_* 


2-1-^1 "-^^-^ 

Die  Näherungsbrüche 

2       2 18         2  262       2  __  5340 

3'     l       i~26'     '],       i  "     378'     "       i  7704 

o ö 3  —  — — ■ — — 

9  4  4 

9 


-fr 

.3.«       2  4«61M^„gg3j^,„g_ 


1  201960'     „       1  6472080 

l        ^  4 

9 —  9 


15-^-^  16        ' 


21-it  21       ^« 


sind  kleiner  als  log  2. 


27  „„      25 

27 

33 
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Die  briicbe 

2  .,       2  14      2^ ^_  208 

8~^^l  "''     '  1  ~  2(5 '  1  °^  300 

15  —  3 

^  =  SS<0,693147185,... 

9  —  - 


X5-1 


21-'-^ 


27 

33  —  6 

sind  dagegen,  wie  die  Ungleichungen  (79)  zeigen,  gröfser  als  log  2. 
Die   augefülirteu  Zahlen  zeigen   zur  Genüge,  dafa   man  mit  einer 

Genauigkeit  bis  auf   o   ins 

log  2  =  0,69314718 
setzen  kann. 

Litteratur. 
Legendre:  Exercices  de  caleul  integral.     Tome  second,  cinquiöme  partie,  §  X. 
Laplace:  Traitö  de  mecanique  Celeste.     Tome   cinquiöme,  Livre  XI,  Cliapitre  II. 

Supplement  au  6-e  volume  du  Trait^  de  miScanique  Celeste. 
Heine:  Handbuch  der  Kugelfunctionen,  I.  (1878). 

Gaufs:    Methodus   nova    integralium    valores    per    approximationem    inveniendi 
(Werke  III). 


Siebentes  Kaintel. 
Verallgemeiueruiigen  einiger  Formeln. 
§  19.     Statt  des  Integrals 

d 

fax)dx 

c 

wollen  tvir  jetzt  das  Integral 

.1 

Jg(x)f(x)dx 

c 

betrachte»,  in  dem  g(x)  eine  gegebene  Function  von  x  bedeutet. 
Der  Interpolationsformel 

/(x)  =  F{x)  (3) 

entsprechend  setzen   wir 

.t  ■! 

J"g(x)f(x)dx  ~j'g{x)F{x)dx. 
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Diese  neue  Formel  kauu  bei  vorgegebenen  Werten  der 


zur  angenäherten  Berechnung  des  Integrals 

d 

fg{x)f{x)äx 

C 

dienen,  wenn  nur  ihr  Restglied 

c 

hinreichend  klein  ist. 
Es  sei 

«1  =  «2  =  •  •  •  =  «-l  =  2  ,       Kt+  1  =  «4  +  2  =  •  •  ■  =  «m  =  1 . 

Dann  haben  wir  zur  Bestimmung  der  Function  F{z)  die  Formeln 
(6),  (7)  und  (8). 

Sie  zeigen,  dafs 

fg{x)F{x)dx  =  CJ{a,)  +  •  •  •  +  C„/{a,„)  +  BJ\a,)  +  •  ••  +  A/'C^'*) 

c 

ist,  wobei  die  Coefficienten 

Cj ,  Cj ,  ...  C„, ,     D^ ,  D.^ )  ■  ••  J'k 
von  f(x)  unabhängig  sind. 

Auf  diese  Weise  kommen  wir  zu  der  Näherungsformel 

rf 
ß{x)f(x)dx  =  CJ{a,)+-  ■  +  6'„/(a„0  +  /),r(aJ+  •■■  +  Dkf'ia,),  (83) 

c 

deren  Restglied 

J(x  —  a,Y .. .  (x  —  a.)*(x  —  a.,,)  . . .  (x  —  aj) 
y{-)  --    \..^:..(.+T— — ^ p+""a)'^-    (84) 

c 

Null  wird,  sobald  f{z)  eine  ganze  Function  von  z  und  von  niedrigerem 
als  dem  (k  -j-  >")'°"  Grade  ist. 

Nehmen  wir  jetzt  an,  dafs  den  Zahlen 

1 '       ;;  ?    •  •  •  )    "iii 

solche  Werte  gegeben  sind,  dafs  alle  Coefficienten 

A.  A.,  ■••-  A 

Null  werden. 

Mark  off,  Differenzenrechnung.  6 
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In  diesem  Falle  erbalten  wir,  wenn  «ir  in  Formel  (83)  statt  f(x) 
successive 

a>(x)  Q)(.t)  a)(x)  ,  .        . 

setzen,  wobei 

a{x)  =  (.T  —  fl,) (a;  —  o,)  . . .  (a;  —  a„,) 

und   qp(x)  eine  willkürlicbe   ganze   Function   (/■•  —  1)'*"  Grades   von  x 
ist,  die  völlig  exacten  Gleiebungen 

d  d 

J 


_    rg{x)to{x)dx  _    /•  gU)  to(a:)  dx 

'  ~" J  (X  — a,)a)(a,))   •  •  •>    ^'"  —  J  (a;  — oJa)'(a„ 

d 

j  g{x)m(x)(p{x)dx  =  0. 


(85) 


Andererseits  erseben  wir,  wenn  wir   in  Formel  {p?>)  die  Function 
f{x)  successive  gleicb 

ai{x)ca(x)  oa{x)co{x)  (o(x)m(.r) 

{x-ay)(x—a^j^;)...{x—aj  '    {x—a^){x—a^^i)...{x—aj>  '"'  ^x—a^)...(,x-aj 

setzen,  dafs  die  Coefficienten 

D,,  1),,  ...,  A 
unbedingt  Null  werden  müssen,  sobald  das  Integral 

d 

I  g{x)  a(x)  (p(x)  dx 

c 

für  jede  ganze  Function  q>{x)  Q: —  1)'*°  Grades  von  x  Null  wird. 
Die  Bedingungen 

A  =  o,  A  =  0,  ...,  D,  =  0 
sind  also  der  einen  Bedingung 

d 

f  g{x)  (o{x)  g>{x) dx  =  0 

c 

gleicbwertig,  die  ibrerseits,  infolge  der  \Villkürlicbkeit  der  ganzen 
Function  (fix)  (k — 1)'""  Grades,  folgenden  /.■  Bedingungen  gleich- 
wertig ist: 

d  d  d 

Cg{x)Gi{x)dx  =  0,    fxg{x)m(x)dx  =  0,  ....    j  .r^—^g{x)(o{x)dx  =  0 . 

Setzen  wir  weiter 

(0  (e)  —  e'"  4-  2),  «"■-'  + 1), «">-»  -\ h  !;„,_,  £  +  i>« ,         (86) 
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SO  erhalten  wir  die  h  Gleichungen  ersten  Grades 

d  d  d  . 

Cx^  g{x)dx  +  2h  f  ^"'~^  9{x)'^^-\-  •■  +  P<n  j  9  ipc)  (lx  =  0 

c  c  c 

d  a  d 

J'x"'+'g{x)dx+PiJ x"'g(x)dx  -| [-  ii,nj  xg{x)dx)  =  0    ■  .^^^v 

c  c  <: 


fx"'+'^-^g{x)dx  -}-    ■•■■■■     -{- p,„rx'^-^g{x)dx  =  0 

c  c 

mit  deu  m  Unbekannten 

Fl  >  i'2 »    •  •  •  »  i'"!  • 

Die  Zahl  /.■  ist  gleich  oder  kleiner  als  tn. 

Wenn  /.•  kleiner  als  m  ist,  so  sind  die  Gleichungen  (87)  znr  voll- 
ständigen Bestimmung  der  Coefficienten 

Pl,  Pi,    ■■■  Pm 

nicht  ausreichend ;  wir  können  daher  diesen  Gleichungen  noch   m  —  Je 
beliebige  Bedingungen  hinzufügen,  z.  B.  die  Werte  der  Zahlen 

<?A  +  1,    O'/t  +  S,    •  •  •  )    (^m 

vorgeben. 

Hier  wollen  wir  ausschliefslich  folgende  Fälle  berück- 
sichtigen: 

1)  Je  ^  m;    2)  /u  =  »K  —  1 ,  a,n  =  c ;    S)  k  =  m  —  1,  a,„  =  d ; 
4)  h  =  m  —  2,  a,n-i  =  c,  «„,  =  d. 
Dabei  nehmen  wir  au,  dal's  für  alle  Werte  von  x,  die  zwischen  c  und  d 
liegen, 

g{x)  ^  0 
ist. 

Dann  können  wir  beweisen,  dafs  für  jeden  der  erwähnten 
vier  Fälle  eine  und  nur  eine  Function  0(0)  existiert,  die  den 
Bedingungen  des  entsprechenden  Falles  genügt. 

Wir  fangen  mit  dem  ersten  Falle  an  imd  nehmen  statt  a)(s)  deu 
noch  allgemeinereu  Ausdruck 

co'(z)  =  p.'^z"'  +  p.'z"-^  +  •  ■  •  +  K_i  ^  +  Pl ,  (88) 

indem  wir  die  Coefficienten 

so  wählen,  dafs  das  Integral 

d 

1  g  (x)  ca"  (2)  q)  (x)  dx 
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für    jede    <^anze    Function    cp  (x) ,    deren    Grad    niedrif^er    als    in    ist, 
Null   wird. 

Die  gestellte  Bedingung  reduciert  sieb  auf  das  System  der  m  homo- 
genen Gleichungen  ersten  Grades 

rf  ./  ./ 

p^°fx'"f,{x)dx-\-p,'>fx"'-'(jix)dx  +  •  ••  +  plfg{x)(lx  =  0, 


d  d 


(89) 


p^''fx"-+'gixyix+p,''fx"'g{x)dx  +■■    +i/;Ji^(x)</a-=0, 

c  c  c 

d  d  d 

p^oßi  "'-ig(x)dx+pi''fx'"'-''tj{x)dx  H h  plfx^-'g{x)dx^{i 

mit  den  j«  +  1  Unbekannten 

Po',lh',P2',  ■■■,lt-rPl- 
Dieses  System  läfst  unendlich  viele  Lösungen  zu  *)  (aufser,  ofleubar, 

Wir  greifen    eine    von   ihnen    heraus  und  nehmen   an,  dafs  beim 

coustauten  Wachsen   der  Variablen  2  von   c  bis  d  die    Function   aj"(£) 

ihr   Vorzeichen    gerade   /  Mal  wechsle.     Vorausgesetzt   sei    dabei,    dafs 

der  "Wechsel    des   Vorzeichens    von    <o"{z)   nur    beim   üebergange    von 

z  durch 

ff,,  a„,  ...,  a, 

geschehen  kann. 

Alsdann  mufs  das  Product 

{x  —  rt,)  {x  —  a^) . . .  (x  —  a;)a)''(x) 

für  alle  Werte  von  .r,  die  zwischen  c  und  d  liegen,  beständig  dasselbe 
Vorzeichen  y)ehalten;  d.  h.,  das  Integral 
d 
( {x  —  a^  ...  {x  —  a!)(j{x)m^{x)dx 

kann  nicht  Null  werden. 
Das  Integral 

d 

I  q>  {x)g{x)  cj*  (x)  dx 

c 

mufs  dagegen  unbedingt  Null  werden,  wenn  <f{x)  eine  ganze  Function 
•)  UallziT,  Thcorio  und  Anwendung  der  Determinanten.  §8.   (li'ilnfte  Auflage.) 
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von  X  ist  imd  der  Grad  dieser  Function  niedriger  als   m  ist.     Somit 
ist  l  nicht  kleiner  als,  sondern  gleich  m. 

So  haben  wir  uns  überzeugt,  dafs  die  Gleichung 

a\z)  =  0 

gerade  m  verschiedene  reelle  Wurzeln  haben  mufs  und  dafs  alle  ihre 
Wurzeln  zwischen  c  und  d  liegen. 

Folglich  ist  Po"  nicht  Null. 

Dann  aber  kann  natürlich  auch  die  Determinante 

d  d  d 

j x"'-'-g(x)dx,     j  x"*~^ (j{x)dx,  ...,      j g{x)dx 

C  c  c 

d  d  d 

J x"'g(x)dx ,        J x"'-^g{x)dx,  ...,      Cxg{x)dx 

c  c  c 

d  d  d 

fx^'^-'^g{x)dx,     Cx^'"-^g{x)dx,  ...,     rx^-^g{x)dx 

c  c  c 

nicht  Null  werden. 

Hieraus  folgern  wir,  dafs  die  Gleichungen  (89)  die  Werte  der 
Verhältnisse 

Po"     Po"    ■■■'        Po'    '     Po' 

vollständig  bestimmen. 

In  anderen  Worten  besagt  dies:  alle  Functionen  «"(ü),  die 
der  von  uns  gestellten  Bedingung  genügen,  unterscheiden 
sich  unter  einander  nur  durch  einen  von  s  unabhänffii'en 
Factor. 

Diejenige  unter  ihnen,  bei  welcher  der  Coefficient  von  s"'  gleich 
Eins  ist,  bezeiclmen  wir  mit  a,n(s)-  Gerade  sie  stellt  die  Function  0(2) 
dar,  welche  der  ersten  der  vier  im  Vorhergehenden  bezeichneten  Be- 
dingungen (Je  =  ni)  entspricht. 

Indem  wir  weiter 

d 


ß 


setzen,  kommen  wir  zur  verallgemeinerten  Gau fs' sehen  Formel: 


d 


/K^y(a:)c^^=2^[^ /■(«.)+  ~^„/K^){«™(^-)r^^.  (90) 

"  ■■=1,8,...,«'"      '  = 

Hier  sind  a^,  a^,  ...,  a,n  Wurzeln  der  Gleichung  QJm(^)  ==  0.  — 
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Im  zweiten  Falle 
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/.• 


«(  —  1 ,     a„ 


betrachten  wir,  unter 

(o,nie)     und     ipm{z) 

die  soeben  eingeführten  Functionen  verstehend,  die  Diflereuz 

co{e)  —  (0,„{e). 

Infolge  der  Bedingungen  des  Problems  ist 


r<j  (x)  { to  (x)  —  m„.  (x) }  (p  (x)  dx  = 


I  g(x)co{x)<p{x)iJx 

c 

■  j  (j{x)a,n{x)(p{x)dx 


für  jede  ganze  Function  (p{x),  deren  Grad  niedriger  als  m  —  \  ist. 

Es  kann  sich  somit  a{z)  —  C3„,{x)  von  C3„,_i(^)  nur  durch  einen 
von  s  unabhängigen  Factor  «„,  unterscheiden,  d.  h.  es  ist 

m{z)  =  a)„,{e)  +  a,„o}„,_i(z). 

Zur  Bestimmung  von  «„.  berücksichtige  man  die  Bedingung 

aj(c)  =  0,    . 


die  uns 

liefert.     Somit  ist 


J^^^^.J.)-^^j^_ 


f'Äoc) 


Z  —  X 


dx 


+  "'uj  g{x) 


<0„,-l(^)  -  0>,n-M)  ^^^ 


Die  von  uns  gebildete  Function 

,  ^  0>mW  .   s 

geht  für  Ä  =  c  in  Null  über. 

Beim  continuierlicbcn  ,\n\\:u  liscn  iln-  \iiriiiblon  »  von  c  bis  d 
w(H'lis<'lt  sie  ihr  Vorzeichen  gerade  m  -     1   Mai. 

Hiervon  .sich  zu  iibcr/eugen  ist  nicht  .schwer:  niiin  hraucht  nur 
dieselbe  Ueberleguug  iinzustellen,  wie  wir  e.s  für  die  Function  (o'^{e) 
gethan  haben. 
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Infolge  all  diesem  Bemerkungen  können  wir  die  Formel  aufstellen: 


f(2m  — 1) 


w) 


yv-c) 


h«(^)+«-'"m-i(*")r 


i.2...(2m-i)J  ^-      -n ^^c \9i^)<l^,  (91) 

c 

die  ei«e  Verallgemeinerung  der  Formel  (65)  rfes  -BTaj?.  F  darstellt. 
Hier  sind  6, ,  6^  7  •  •  ■  >  &«  Wurzeln  der  Gleichungen 

(Om{z)  +  «mM«,-l(^)  =  0       Uud       «,„  =  —  ^    '"     .  .  • 

Analog  erhalten  wir,  durch   Verallgemeinerung  der  Formel  (66), 
J^(^)/-(a;)f?^=^  <(6,')  +  «>;„_i(6,')A«'0 

■=  1  =  1, 2,. ..,m 

d 

-■(2m-l),=.^        /•  f <»™(a;)+o!La)„,   ,te)12 


worin  6/,  feg',  •  •  • ,  ^m  Wurzeln  der  Gleichungen 

«».(•^)  +  ««Wm-i(^')  =  0     und     a,„  = 


sind. 


Im  vierten  Falle  endlich,  bei  dem 

k  =  m  —  2 ,    «M_i  =  c,    am  =  d 
ist,  läfst  sich  die  gesuchte  Function  G)(g)  in  folgende  Gestalt  bringen: 

am(z),       03»,  (c),       (o,„{d) 
(p{z)=     a,„_i{z),    ß)„,_i(c),   COm-l{ct) 
;  ra„,_2(^),   a},„_2(c),  ra„,_2(ti) 


a>,„_i(c),   a,„_i{d) 
03m -iic),    m,n-2{d) 


§  20.     Mittels  derselben  Ueberlegung  wie   im  §  17   folgern  wir, 
dafs  die  Formeln 

öm+l(«)  =  (^  +  q,n-^i)c3,n{z)  —  p,„  +  i  «,„_  i  (^)  , 
j/;^,  +  l(s)  =  (£  +  (2'„,  +  i1^m(^)    —  iJm  +  ll/'/«-l(2) 


und 


«+2i 


2  +  3s- 


(93) 


(94) 


^  +  2„_i- 


^  +  !7^ 
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gelten  müssen,  in  denen 

}h>   Qx}  Pi)   Qu   •■■  V"'>   'im,  Pm  +  l,   im+i,   •■■ 

von  z  unabhängig  sind. 
Für  die  Coefficieuten 

Pu  7i>  P2,  7..,  ••■  Pm,  Qm,  ... 
lassen  sich  noch  bemerkenswertp  Ausdrücke  angeben. 

Der  erste  dieser  Coefticicnten,  p^,  ist  offenbar  gleich 

d 

c 

Die  Formel 

03,„  +  i{z)  =  (^  +  (j,„+i)a„,{z)  —  i),„+i  (ü,„-i{s) 

•t 
J  {^  +  <ln,  +  i)g{x)  m„,{x)a>„,{x)dx  =  0 

c 

und 


[§  20. 


giebt 


fg  (x)  a>„,  {x)  CO,,,  (x)  dx  =  p,„ + ,  J  </  (x)  oj„,  _ ,  (x)  c>,„  _ ,  (x)  rfa; , 

c 

da  die  Integrale 

J  9i^)  ^m  +  i{x)  (Omix)  dx,    J g(x)  m„,+i(x)  (o,„-i(x)  dx, 

c  c 

d  d 

j g{x)  C3„{x)  a„,-i{x) dx,    fg{x) m,„{x)  [  C3„,{x)  —  a;oj„._,(a;) ) dx 


in  Null  übergehen. 
Folglich  ist 


qm  +  i  = 


fxg{x)a„,(x)a,Jx)dx 

C 

/i/(a;)a),„(j:)o>„(^)rfa; 

C 

d 

j9(.i:)'o„(x)<o^{x)dx 


Pm+l== 


c 
.( 
j),  j)j,  . . .  j),„  + ,  =      jg  {x)  o},„ {x)  CO,,, {x)dx. 


(!»ö) 
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Es  mögen  hier  noch  folgende  Formeln  Platz  finden: 

tm  (^)  C3,„_i(z)  —  1p„_i  (z)  CO,,,  (0)  =PiP2---  Pm  (9  6) 

und 

'     '     '     '       P.  Vi  Vi  P1P2P3  PiPi--  p„,      ' 

wobei  }  (97) 

(z~v)i),p,...2)„, 
ist. 

Die  letzteren  Formeln  folgen  aus  (93)  genau  so,  wie  (76)  und  (78) 
aus  (71)  imd  (72). 

§  21.     Endlich   wollen  wir   noch  beweisen,  dafs   bei  un- 
endlichem Anwachsen  der  Zahl  m  der  Bruch 

sich  der  Grenze 

d 


J 


Z  —  X 


dx 


nähert,  wenn  nur  z  nicht  zwischen  c  und  d  liegt. 
Es  sei 

c<d<  z. 
Setzen  wir 

/■(a;)  =  -!-, 
SO  erhalten  wir  aus  (90)  und  (92)  die  Gleichungen: 


-   i  1^ 


«'«(^)       J«-«  '»m_iW"',„(^)-  "«W^m-lC^) 


und 


rfa;  — ^^< 


da 


< 


-d)co(z)^z—d\z-c)>        ^^ 


Oi(^)>0,  o,i(fO>0,  C3,(z)>0,   a),{d)>^,--->  (o,niz)>0,  a}„,(d)>0, 

'  Pl  P^  Pi  PlPi-Pm  P^ 

und 

«'«(2)    ^^-"^^ 

ist. 
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Aul'  gleiche  Weise  erhalten  wir  bei  z  <.  c  <.(l 


(z)  (c  —  z)[m,z,c] 


<  {c-z)a,Jz)  <c-z\d-zl  '<^^^ 

Hieraus  ergiebt  sieb  leicht,  dafs 

C 

ist,  sowobl  für  c  <id  <iz,  als  auch  für  ^  <  c  <  r?. 

Durch  Vergleich   dieses   Resultats   mit  Formel   (94)  gelaiigen  wir 
zu  der  bemerkenswerten  Zerlegung  des  Integrals 


l'^^^    d, 

J  z-x 


in  den  Kettenbrucb 

A 


)'—  ,  +  ,._^ 


li^dx^^^ 


^  +  g.-,+',^-.  (100) 


Die  gegebene  Ableitung  der  Formel  (,100)  bezieht  sich  nui-  auf 
die  Fälle,  iu  denen  c  und  d  endliche  Zahlen  sind. 

Zur  Vervollständigung  unserer  Ableitung  wollen  wir  die  Formel 
(100)  auch  für  einige  der  Fälle  beweisen,  iu  denen  c  =  —  <x>  oder 
rf  =  +  cxi  ist. 

Aus  den  Gleichungen 

a),(«)  =  ^  +  (/j ,  oj,(d)  =  rf  +  j, , 

CO..  (£)  .  1  (fl..  (</'!  ,     1  1 
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ersehen   wir  unmittelbar,    dafs   bei   c  <.d  <C  2    die  Ungleichungen    be- 
stehen müssen: 


'»m-l(«')         "m-lW       "'m-l(«)         «»m-lW 
2  +  j    _^j     "m-2(^) 


•^  j    I    ~     >      „    /j\  -^ 


«»„.-iW  ■  o,„_l(d)  ,,  »,„_2W        f^  +  y,«'     ta^W        («  +  ?,„  »„-iW 


daher  mufs 


"mW  2  +  3,       Ä  +  g,      ..^  +  3™ 


sein. 

Diese  Ungleichung  zusammen  mit  (98)  giebt: 


rf 


< 


*m(2)     .     i),       rf  +  2,   d+g,  '^  +  ?„, 


^      Pl  1 


■  z  —  d 


wenn  c  <  (?  <  ^  ist. 

Infolge   dessen   können  wir    die  Formel  (100)    auf   die  Fälle   er- 
weitern, in  denen 

C  =  —  00  <id  <  s 
ist,  und  die  Reihe 


d  +  1,'     d  +  q,'     d  +  q,'---'    d  +  qj  ••• 

divergiert. 

Mittels    ähnlicher  Ungleichungen    können   wir    die   Formel    (100) 
auch  auf  die  Fälle  erweitern,  bei  denen 

2<c<d=-\-<x 
imd  die  Reihe 

—  1  — 1         ^1  —1 

c  +  3i'      c  +  q\>     c-fjä'   •••'     c  +  qj   ••• 

divergent  ist. 


1 

t  — 

1 

2 

2« 

1 

z  — 

1 
4 

1 

Iz 

1 
2ä- 

z  — 

4 
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§  22.    Zum  Schlüsse  wollen  wir  uusere  allgeineiueu  Betrachtungen 
auf  Beispiele  anwenden. 
Beispiel  1. 

{z-x)  yt  -X* 

(101) 


Zur  Ableitung  dieser  Formel  erinnern  wir  uns,  dafs  bei  positiven 
ganzen  AVerten  der  Zahlen  m  und  n  die  Ausdrücke 

r                   T        (^  + 1/7^"=^)"' +  (« —  V'l»^^)"'       , 
cos  [marc  cos^J  =  ■ — '-^ —  ^— —  und  cos[h  arccos^] 

ganze  Functionen  von  z  und  dals  ihre  höchsten  Glieder  respective 

sind. 

Wir  erinnern  uns  ferner,  dafs  man  jede  ganze  Function  (>«  —  1)'*" 
Grades  von  z  iu  Gestalt  der  Summe 

Aq  +  A^z  -\-  A^  cos  [2  arc  cos  ^]  +  •  •  •  -f  A,,,- 1  cos  [(«;  —  1 ")  arc  cos  s] 

darstellen  kann,  wobei  die  Coefficienten 

von  z  unabhängig  sind. 

Indem  wir  weiter  x  =  cos  t  setzen,  finden  wir 
/ti„  r_.  „-„  .„.„T  „„.  r..  „,„  „„.  ».-1  ;•  I  0  für  n  =^  m  , 


-1 

+1 


-1-i  ,1  ( 

/'cos  [marc  cos  a;]  cos  r  II  arc  cos  a;]    ,  /*  ,  .  ,. 

/ 5^ -^i- — ^^ ■■  ax=  I  cos  m  t  cos  « tiit  == 


—    1'Ü1-»I  =  MI>0, 


/ '{ J„  +  ^,x + .äj  COS  [2  arc  cos  x]-\ 1-  -4^_,  cos  [(ni  —  1)  arc  cos  x]  j  cos  [»i  arc  cosx] 

^/  Vi  -  x'  ' 

hieraus  folgern  wir,  dafs  für  unser  Beispiel 


o)m{e)  =  -;^i  cos  [m  arc  cos  z\ , 


+1 


/'    dx  1       1 

-  1 

ist.     Hierbei  haben  wir 

n   sin  1 2  arc  cos  .:  ] 


^i\  ■/  }      -TiK  j  o     8111  [arc cos«] 

,    /  \  ,    /  \  '     ,    /-  \  n  sin  13  arc  cos  jt] 

^•,(z)  =  zn>,{z)  -  ^  t,{z)  =  -  ,i„,^r,,„,,]  , 
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und  allgemein 

,  .  ,  V         1    ,  /  s  ^        sin  [)« arc  coa  z] 

M')  =  ^'^— 1(^)  -  4  ^«-2  W  =  ^^i^  •  -iin[arcco3g] 

^     ^_  (g  +  ]/^^^^)°'  —  (g  -  V?^^^^)'" 

Yz'  —  l  2"" 

Auf  diesem  Wege  gelangen  wir  nicht  nur  zu  Formel  (101),  son- 
dern* auch  zu  folgender: 

J  {z-x)yi-x-'  l(j_|.|/22_i)m  _^(2_y^2_l)my'^a_lj        IC  yp:^^ 

1  m=so 

Hierin   hat   man    das   obere  Vorzeichen   für  5  >  +  1 ,    das    untere 
für  z  <i  —  1  zu  nehmen,  wenn  man  den  Quadratwurzeln: 


}/l  —  x^     und     Ys^  —  1 

positive  Werte  beilegt. 

Bei 

—  l<s<+  1 

verliert  die  letzte  Formel  wie  auch  Formel  (101)  ihren  Sinn. 
Beispiel  2.     Setzen  wir  in  den  Formeln  (90),  (91)  und  (92) 

ai^)  =  ^r, i'i     c  =  — 1;     d=  +  l, 

yi  —  a;' 

so  ist,  unter  Berücksichtigung  des  Resultates  des  vorigen  Beispiels: 
'»'"(^)=  ^;;;=I cos  [marccos^] ,    «,„  =  ^^— ^  =  -,«„=  — ^-^^^  =  -  - 

.     /  \  t      sin  [m  arc  cos  2]  n      '  /  \       '^mW         ä 

'f'"' W  =  ^^i=i  li^[arccoBÄ]     ""  m  ^"'^^)'    ^^^)  ==  m  ' 

,  ,     ,  /  ^         COS  fwi  arc  cos  zl  4-  cos  [(?«  —  1)  arc  cos  zl 

eJm(2)  +  «„«,„_!  (2)  =  ^- ^,„_i ', 

/  ^  ,   ,      ,  X    cos  Fm  arc  cos  zl  —  cos  \(m  —  1)  arc  cos  «1 

öm(Ä)  +  «,„CJ,„_i(^)   =  1 ^^_i \ 

■*m(^)  +  "»n'V'm-i(^)  sin  [»i  arc  cos  z]  +  sin  [(»}  —  1)  arc  cos  z] 

"m^'')  "t-  "m'^m— 1(^)  '"  ^™  t'»  "''"''  COS  z]  +  [m  —  1)  sin  [{m  —  1)  arc  coa  «] ' 

'^m(^)  +  "m^m— 1(^)  sin  [m  arc  cos  2]  —  sin  [{m  —- 1)  arc  cos  z] 

a>'^{z)  +  "m'^'m—l^^)  "*  ^™  ["*  ^'^'^  '^°^  '^l  —  (*"  —  *)  ^^'^  [("*  —  ^)  ^'""^  "^"^  '^] ' 
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Jg{x){<o,„{x)\';lx  =  ^,l_,  j  (cos  t„t]'iJt  =  ^^,,^_, 

c  u 


o2m-S' 


Somit  geben  die  Kormebi  (90),  (91)  uud  (92): 


+1 


—1 

+ 


(2  m— l)g 
2m 


)l 


1  .  2  .  .  .  2  wi     2 


am— 1  ' 


+'  |2/'(coss-"-r)  +  2/'(cos-^)|  ,.     ,. 


AI) +  2/- (cos  ^^~) 

j  yJZZy'        2»H— ll  /  4„    X  /  2»iT  \ 


r(2i>i— I) 


(>?) 


1.2...(2m— 1)  2-"'-s' 


wobei  5,  ?j,  t  mittlere  Zahleu  zwischen  — 1  und  +  1   sind. 
Betrachten  wir  nun  die  Function 


C3,„(z),  w,„(c),         o,„(rf) 

a„,-i{z),     m„,-i(c),     a),„_i(rf) 
a,„_i(s),     03,„_a(c),     a},„_2(rf) 


o,„_,(c),     OJ,„_,(rf) 

Om-äCc),       CJ,„_ä(rf)      ' 


welche  wir  gegen   Ende  von  §   19  auf<iesti'llt   liaUon  und   welche  für 

1 


f/i^) 


gleich 


yi—x*' 


1,     (/=+  1 


cos  [m  arc  cos  z]  —  cos  [(m  —  2)  arc  coa  z] 

am  —  l 


ist,  so  finden  wir  noch  folgende  Formel: 


+  1 
rf{x)dx  n 

—1 


(/(l,  +  2/-(cos-y+2/-(cos^)  +  . 

+2/-(cos^';;,^^';)+A-i) 


r(S»l  — S) 


w 


1.2  .  (2wi  — 2)    o«rB  — »• 


Hierin  ist  ■&  eine  mittlere  Zahl  zwischen  —  1  und  -\-  1 , 
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Wenden  wir  diese  Formel  auf  die  Integrale 
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ißmj^a^^r     und     ^f^ 
—  1  —1 


dx 


au,  so  erhalten  wir 

Log(ll  +  cos  ~)  <  1,0684496 


^    L0g(ll+,T)  9 

>  0,935935 


Logni  +  co3-^j        - 


,923552 
(»>  0,961776 

=  0,5 


2  Log  10 

L^  <  0,960253 

utr2  <  Q>463315 

1,923568 

Q  <  0,961784 


Log  ^11  +  COS  ~\ 

Log  (U  +  cos  ^)  <  1,0125375 ^ ^^^  >  0,987617 

2,0809871 
r<  1,0404936*) 

I  Log  10  =  0,5 

Log  U  >  1,0413926 

I  Log  12  >  0,5395906 

2,0809832 

r  >  1,0404916 

2Log(ll  +  cos  ^)  >  2,14442749 

2Log(ll+  cos  ^)  >  2,05803527 

Log  10  =  j^ 

5,20246276 
»•  >  1,04049255 

Log  12  <  1,07918125 
2Log(ll  +  cos  ^")  <  2,10684972 

2Log(ll  +  cos^")  <  2,01643216 


Log  fll  +  cos  yj 


-—  <  1,8652998 


Log  m-f-cos  -^j 


1 

Log  10 


<  1,9436013 


=  1 


Log  ni  +  cos  -^j 


4,8089011 
Q  <  0,9617803 

L^  >  0,9266284 
>  1,8985692 


>  1,9837017 


5,20246313  ^<>S  (n  +  oos'-fj       4^3083993 
r  <  1,04049263  q  >  0,9617798 


*)    Die  Differenz 


liegt  zwischen 


'"  ~  ¥  { ^°^  V^  "^  *^°^  4)  "*"  ^°^  V^  "^  '^°^  x) } 


Loge 
32.10» 


und     — 


Loge 
32.  12» 
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Mittels  derselben  Formeln  finden  wir: 

1     /'Log  (11+«)    ,           ,.      11,        coB  [»narccosllli 
r  =  -  I      -y-— ^^— ^  dx  =  hui        Log  — *•    ,„    , 

—  l 

=  lim  I  ^  Locr^>-^+y^)"'  +  ^"-l^^^)"'l 

l  "«       °  2'"  '„,  =  «. 

=  Log  "  +/^^"  =  1,04049258877  .... 

Beispiel  3.     Betrachten  wir  den  Fall  der  Formel  (100),  in  dem 
c  =  0,     d  = -\- oo,    g{x)  =  C-* 
ist.     Hier  ergiebt  sich 


'j'"""'^"' m  _  Z^'  ,m-l  _L  "''("» -!)•  ,._ä 

da 


2)  =  (—  lYC  —^^  =  «"■  —  -y-  2"'-l  +        \    3     ■    r" 


J        dx'"      ^     '  ^       '  J  dx'" 

0  0 

wird  für  jede  ganze  Function  (p{x),  deren  Grad  niedriger  als  m  ist. 
Hierbei  haben  wir: 

ra''e-^x'"    d'"c-''x'"  j  f       ..,„    /'_^    ,„  <r  \^d'"t-'x'"\, 

I  e' dx  =  (—  1)'"  /  e  'x'"        { e*  — }  dx 

J  dx'"  dx"'  ^        '   J  dx'"  \  dx'"     \ 

0  0 

ex 

=  1 . 2 ...  JH  ('c-'x'"dx  =  (  1  .  2  ...  »M  j  ä, 
u 

e- a;  'i-^--  •  ''-^  -  -  rfa;  =  1  . 2  . . .  m  /  e—  { (»»( +  1  )x"'+'  —  »»-ar"'  j  dx 
da^  dx""  J         '^      '     ^  ' 

U  0 

=  (2«H-  ni  1.2. ..»/)«. 

Wenden  wir  dies  auf  Formel  (100)  an,  so  finden  wir: 
;),  =  /  c-'rfa:  =  1 ,    i'2=l,    ;'3  =  2-,    i)^  =  3-,  ...,;)„.+,  =  »H-, .. . 

0 

?i  =  —  1 ,    'A-  =  —  3,     ^3  =  —  5,  . . . ,    </,„+,  =  —  2m  —  1 

Andererseits  ist  bekannt,  dafs  ilir  K'i'ihe 


.111  1 

'      3  '      6  '      7  '    ■  •  ■ '      2  »I  +  1  '    ■  •  ■ 


divergiert. 


§  22.]  VerallgemeineruDgen.  97 

Folglicli  ist,  nach  dem  in  §  21  Bewiesenen, 


OD 

f-^ä.^^ T 


2' 
Z—Z 


■5- 


3^ 


z  —  1- 


4- 


2  —  9  —  . 

für  jeden  negativen  Wert  von  z. 
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Zweiter  Teil. 
Summen  und  l)ifferenzen2:leicliungen. 

Achtes  Kapitel. 

Die   Sniiniiatioii    in   iliroTii   ZnsamniPiilianso   mit   dem   ProMeni   der 
Bestimiiiuiig  einer  Function  aus  iiin-r  iiiü'erenz  erster  (tidnung. 

§  1.   Betrachten  ivir  ztvei  Functionen  1<X^)  »nd  f{x)  einer  Variabein  x, 
ivelche  durch  die  Gleichung 

JF{x)  =  Fix  +  h)  -  F{x)  =f(x),  ( 1 ) 

mit  einander  rcrhundcu  sind,  in  der  h  eine  gegebene  Zahl  bedeutet. 
Indem  wir  in  der  Gleichung  (1)  x  successive  gleich 
a,    ü  +  h,    rt  +  2/(,  ...  rt  +  {n  —  l)h 
setzen,  erhalten  wir  die  n  Gleichungen: 
l'^a  +  h)  -  F{a)  =  f{a), 
F{a  +  2h)  —  F{a  +  h)  =  f{a  +  /*;, 
y(r,  -1-  3/,-^  _  r(n  +  2/^)  =  /(«  +  2/0, 


F{a  +  nh)  —  F{a  +  m  —  l)h)  =  f(^a  +  ,n  ^  \  h) ; 

und  hieraus  durch  Addition:  - 

F(a  +  nh)  -F{a)=fia)+fia-\-  h)  +f{a+2h)+.:  +  f{a+  (n-1  )/»)•  (2) 

Auf  gleiche  Weise  finden  wir 
F(a)  —  F{a  —  nh)  =  /(«  —  h)  +  /'(a  —  2h)-\ \-  l\a  -  nh).  (3) 

In  dem  Falle,  daß  die  Function  f[x)  gegeben  und  F{.r)  unbdiannt 
ist,  kUnnen  die  Formeln  (2)  und  (3)  zur  Berechnung  von  F{x)  für  jeden 
Wert  von  x  dienen,  der  sich  von  der  gegebenen  Zahl  a  um  ein  MuUiplum 
von  h  unterscheidet,  wenn  nur  F(a)  gegthen  ist. 

Jn    dem    Falle    dagegen,    dafs    beide    Functionen    f{x)    und    F{x) 
biiannt  sind,  lann  die  Formel  (2)  zur  Berechnung  der  Summe 

/■(")  +  A«  +  /')  +  /■(«  +  2/0  +  ■  •  •  +  A«  +  1«  - 1  '/*) 
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dienen)  diese  Summe  bezeichnet  mau  zur  Abkürzung  mit  dem  Symbol 

a-{-n/t 

Daher  urird,  tvenn  " 

^F{x)  =  f(x)  (1) 

ist :  ,    , 

F{a  +  n h) -Fia)  =  f{a)  +  /^(«  +  A)  +  •  •  ■  +  f{a ^{n-\)}i)=^ f{x).  (2) 

a 

%  2.     Es  sei 

„^            A(x  —  h)[x  —  h  —  h)  . . .  (x  —  h  —  lih)    ,  ,  ,      , n 

F{x)  =  — (k  +  Dh ^      constant). 

Alsdann  ist 

f{x)  =  JF{x)  ==  A {x  -h){x  — h  —  ],).. .{x  —  h  —  (Je  —  l)h) 

und  Formel  (2)  ergiebt 

^  A{x  —  b)  {x  —  b  —  h)  .. .  (x  -  b  -  ijc  —  l)h) 

a  ' 

Ä{a—  b -\- nh)  (a  —  i -\- In  —  l)h)  ...  (a  —  6  +  (w  —  k)h) 

(k  +  ljh 
A{a  —  h){a  —  b  —  li)  ...  {a  —  b  —  kh)  ,„•. 
(,k  +  l)h                                                     ^'^^ 

Tn  dem  speciellen  Falle,  dal's  b  ==  n  ist,  haben  wir 

a-\-riJi 

^  A(x  —  a)(x  —  a  —  h)  ...  (x  —  a  —  [Je  —  1)//) 

a 

A  w(w  — l)(w— 2)  ...  Qn  — A-)  , ,, 

f{x)    sei    irgend    eine    ganze   Function    jm'™  Grades   von  x.     Eine 
solche  ganze  Function  können  wir  in  folgender  Gestalt  darstellen: 
fix)  =  Aq -\-  Aj^  {x  ~  a)  +  A.,  (x  —  a){x  —  a  —  h)  +  ■■■ 
+  A,„{x  —  «) {x  —  a  —  h)  .. .  {x  —  a  —  {m  —  l)Ji). 
Andererseits  überzeugt  man  sich  leicht  von  der  Richtigkeit  des  folgenden 
Satzes : 

Wenn 

_  f{x)  =  A^(pa{x)  +  A^(p^{x)-\ \-  A,„(p,y,{x) 

ist,   wobei 

constante  Zahlen  und 

(p^{x),  (p,(x),  ...  (p,„{x) 

beliebige  Functionen  von  x  sind,  so  ist 

o+Ji/i  a-\-nh  a+n/t  a  +  n/i 

^f{x)  =  A,^  <p,{t)  +  ^2  "P^  (^0  +  •  •  •  +  ^'«2  "P'"^-''^- 


100  Achtes  Kapitel.  [§  2. 

Hiernach  ist: 

a-\-nh  g  +  nfl 

^/^W  =^{A  +  A{^  -  «)  +  ^s(-^-  -a)ix-a-h)  +  ... 

a  a 

+  -4m(iC  —  a)  ...{x  —  a  —  iw  —  l)h) ) 

a -4-"  A  g-f"  "^ 

=  A„n-\-A,^{x-a)  +  A._^(x  —  a){x-a-h) -{-■■■ 

a  a 

+  A,n^  {x  —  a)...{x  —  a  —  {m  —  l)h) 

a 

Als  Beispiel  dieue: 

a;*  =  a;  +  a;  (x  -^  1 ) , 

a;»  =  a:  +  3.-c(a;  —  1)  +  x(x  —  1)  (a;  —  2) ; 
hier  erhält  man: 
i2_L92_i_q.!  I       _LA,      n-'      w(n— 1)    I    n(«  — l)(n  — 2)        (2ti  — l)w(>t  — 1) 


P+S'+S^H }-(M-l)»=ü-%-y  +  «(„  -  1)(«  —  2) 


w(n— l)(n— 2)(«  — 3)      (n(n— 1))' 
i  l        2^  f 


Aus  dem  Vorherffehenden  ersieht  man,  dafs   in  dem  Falle,  wo 
f{pc)  eine  ganze  Funetidii  von  x  ist,  der  Gleichung 

^F(x)  =  fix) 

eine  ganze  Function  F{x)  genügt,  deren  Cirad  um  Eins  höher 
ist  als  der  Grad  der  Fmictioii  f{x). 
AVenu 

f{x)  ^Bo  +  B,x  +  B^x''-\---+  B,n-yxr'-^  +  B.^x'- 
und 

Fix)  =  C;  +  C,x  +  Qa:*  +  ■  •  •  +  C„,_,a.-"-'  +  C„,x'"  +  C,.+ia:"'+» 
ist,  so  lassen  sich  die  Coefficienten 

C|,    Gj,    ...    Chi_i,    Gi,i,    C/m-)-l 

bei  gegebenen  Werten  von 

J?o,  B„  B  ,  ...,  7?,„_„  i^„. 
aus  folgiMiili'ii  (Iloichuiigen  bestimmen; 
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(m  +  lj/tC™+i  =  B„,, 

^^+;^;^;-^^  ^3^,+: + ^^^f^  ä^c. + (m  -  i)ac._x = 5„,_„ 

Dem  Coefficienten   C^  dagegen   kann  mau  einen   beliebigen  Wert 
geben. 

Es  sei  z.  B. 
f{x)  =  x\   A  =  1,   Fix)  =  (7„  +  CiX  +  C,x^  +  Cg^K^  +  C^a;"  +  C,x\ 
In  diesem  Falle  bestimmen  sich  die  Coefficienten 

C,,  C2,  C3,  C4,  C5 
aus  den  fünf  Gleichungen: 

5C;  =  1,     IOC5  +  4C,  =  0,     10C'5  +  6C,  + 3(73  =  0, 

5C;  +  46',  +  3C3  +  2C^  =  0,     C,  +  C,  +  C,  +  C,  +  C,  =  0, 

aus  denen  wir  ableiten: 

^5  =  3^,   ^4  =  —  -2'    ^3  =  j>    ^'2  =  0,    C,  =  — 3^- 
Demnach  ist 

14,94.104,  ir^      1V— '^^       .T*        .r'        a;     _  (&x''-9x'+x+l)x(x-l) 

1  -+-J  +Ö  -I  \-{X—i)   — ---  — y-|-  —  —  —  —  3^ 

§  3.     Wir  gehen  zu  den  Fällen  über,  dafs 
f(x)  =  (P  .  q)  {x) 

ist,  wobei  d  eine  constante  Zahl  und  (p{x)  eine  ganze  Function  von  x 
bedeutet,  und  leiten  die  Formel  der  sogenannten  partiellen  Summation 
ab,  welche  der  Formel  der  partiellen  Integration  analog  ist. 

Zu   diesem  Zwecke    betrachten   wir    die    Differenz    des    Productes 
zweier  Functionen 

J^{i)(p{x)  =  [(p{x)  +  Jcp{x)]ip{x  +  h)  —  (p(x)t(x) 

=  (p{x){tlj(x  +  h)  —  i^(a;)}+  ti^  +  h)J(p(x) 
=  (p(x)^ip{x)  -\-  ip{x  +  }i)Jfp{x). 

Hieraus  leiten  wir 

a-\-nh  a-\-nh 

"^  q){x)Jt{x)-\-^  tjj(x  +  h)Jq){x)  =  rp{a-}-nh)q)(a+nh)  —  ip(/i)(p(a) 


ab  und  kommen  so  zu  der  genannten  Formel  der  partiellen  Summation 
^  <p(x)Jip{x)==4!{a+nIi)<p{a-\-nh)—ip(a)(p{a)—^-ilj(x-\-h)J(p(x).  (4 
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Es  sei  jetzt 

Daiii)  ist 

unil  Formel  (3)  giebt: 

a  " 

Wenn  'p{x)  eine  gauze  Function  >«'""  Grades  von  x  ist,  so  ist 
J(p(x)  eine  ganze  Function  [in  —  1)'"'  Grades  von  .r. 

In  diesem  Falle  erhalten  wir  durch  Anwendung  der  Formel  der 
]>artiellen  Summatiou  auf  die  Summen: 

a  +  iilt  II  +  H  h  a-\-nh  a  +  n/i 

2        ~         ~ 


^d^,p{x),    ^d^zKpix),    ^d'zf-'cpix),  ...,    ^d'J-"<p{x) 


folgende  (Mi+  1)  Gleichungen: 

a  a 


^d'JM^)=  ^■'1"-^''    ^,„^(„). 


M"'y(a;)=  ^ 

d"-i 

Aus  diesen  Gleichungen  ergiebt  sich  leicht  der  Ausdruck: 

■  f  -f-  H  /«  J_      J  f 

2rf-^«P(0  =  ^^.Jj  [via  +  nh)  -  -^  Jipia  +  nh)  +  ... 
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Hierbei  läfst  die  Gleichung 

JF{x)  =  (?'.  (p{x) 
die  Lösung 

^(^)  =  /3iN(^)  -  Ji\  "^f^^^  +  ••■  +  (^=t)"'^">(^)}+  ^ 

zu,  in  der  C  eine  willkürliche  Constante  bedeutet. 

Das  erhaltene  Resultat  giebt  uns  die  Möglichkeit,  die  Summe  der 
unendlichen  Reihe 

d"-tf{a),     d"+''q){a  +  li),     d''+-''(p(a  +  2h),  ... 

für  den  Fall  zu   bestimmen,  dafs  bei  /« >  0  der  absolute  Wert  von  d 
kleiner  als  Eins  ist*). 
Dann  ist  nämlich: 

^d^<p{x)  =  -  ^{vW  -  ^  ^«P(«)  +  {^~p\(")+- 

a 

da 

>'-  £t  I^  w  -  ?^  ^"('^ + ■  ■■  +  (i^)"^>(')),„  = » 

ist. 

Zum  Beispiel  ist: 

a-         (g  +  1)'^     ,    (a_+2);  _^ ^   «'4-i(2a+l)  +  i-2  ^   a'  +  «  +  1  . 

3„  "I        ga+l      "T     3a+2     "1     ■  2.3"-'  2.3"-! 

Der  Zahl  d  kann    man    auch   complexe  Werte   geben;    auf   diese 
Weise  können  wir  Ausdrücke  der  Summen 

a-j-n/i  a  +  nh 

^  Q''(p{x)  cos  aa;     und     ^  P'^flPC^)  sin  «a; 

ableiten,  in  denen  p  und  «  constante  Zahlen  sind  und  (p{x),  wie  früher, 
eine  ganze  Function  von  x  ist;  man  mufs  dazu  nur 

d  =  pe«' 
setzen. 

Man  kann  sich  leicht  davon  überzeugen,  dafs  den  Gleichungen 

z]F{x)  =  Q''q){x)  cos  ttx     und     JF^ix)  =  Q='(p{x)  smax 

die  Ausdrücke 


*)    Wenn  bei  h  >  0   der  absolute  Wert  von  d  gleich  oder  gröfser  als  Eins 
ist,  so  ist  unsere  Reihe  divergent. 
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F(x)  =  Q''[^^{x)  cos  «X  4"  <P,  (x)  sin  «.tJ 
iiml 

Fj  (x)  =  p^[(I>o(a;)  siu  ccx  —  *, (x)  cos  ux] 

genügen,   in   welchen    <&o(x)  und   <P, (ar)   ganze  Functionen  von  x  vom 
selben  Grade  wie  q>{x)  sind. 

Zur  Bestimmung  der  Functionen  'l'o(.t)  und  ^,('')  können  wir 
die  Methode  der  unbestimmten  Coefficienten  benutzen,  wie  wir  au 
Beispielen  zeigen  wollen. 

1)  Es  sei 

<p(x)  =  1,    h  =  \,    rt  =  0. 
Dann  ist 

F{x)  =  Q^[A  cos  ttx-\-B  smax'],     F^ (x)  =  q'  \A  siu  ax  —  B  cos  ax] , 
JF(x)  =  9'+'  [.1  cos  {ax  +  k)  +  B  sin  {ax  +  «] 

—  ?"■  [- 1  cos  aa;  +  .B  siu  ax] 
=  q"  { A  ((>  cos  ß  —  1 )  +  -ß  P  siu  « J  cos  «X 

+  Q^  [B(q  cos  a  —  1)  —  ÄQ  sin«)8in«x 
und  die  Coefricienten  A  und  B  bestimmen  sich  aus  den  zwei  Gleichungen 
A  (p  cos  rt  —  1)  +  Bq  sin  «  =  1  und  B  (p  cos  «  —  1 )  —  J  p  sin  «  =  0, 

d.  h.  es  ist: 

.  1  —  e  cos «  jj 9  ain  a 


1  — 29COSa+e"  1  —  apcosa -f  e' 

Folglich  erhalten  wir: 

1  -}-  p  cos  «  +  P"'  cos  2«  +  •  ■  •  +  p""'  cos  (h  —  1)« 

(1  —  Q  cos  a)  (1  —  e"  cos  na)  +  e*"*"*  sio  «  sin  na 
1  —  2q  cos  n  +  e' 
und 

p  .sin«  +  Q^ sin '2a  +    •■  +  ?■■"'  sin(»  —  1)« 

P  sm  u  (1  —  e"  cos  i»o)  —  (1  —  Q  cos  o)  e"  sin  »la 
1  —  2q  cos  «  +  e' 

Diese  letzteren  Gleichungen  gehen  bei  p  =  1   über  in: 

a    ,  2n— 1 

sm  —  +  sin       -       a 
2  S 

1  -|-  cws  «  +  cos  2«  +  •  •  •  +  cos  (n  —  1)«  = ~ 

2  ain  -- 

a  2n—  1 

008  —  —   COS  _  « 

sin  «  +  sin  2k  -f-  •  •  •  -f-  sin  (n  —  1)«  = 

2  sin  ^ 
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Hieraus  leitet  man  leicht  für  (>  <  1  folgende  bekannte  Formeln  ab: 

-     ,  ,      o  r.       1      ^  Ol  "VT     ,  1  —  0  COS  a 

1  +()COsa:  +  p2cos2o:  +  ()-'cos3a+---=^  9  <^<^^  f<^  =  i_2^cosa+Q'' 

0 

o  sin  «+  p^sin2«  +  p'sinS«  +  •••  =  /,  o'  sin  «x  =- — ^ , — 5, 

0 

2)  Als  zweites  Beispiel  nehmen  wir 

(p{x)  =  X ,     h  =  1,     9  =  1. 
In  diesem  Falle  ist: 

F{x)  =  {A  +  Cx)  cos  ccj;  +  (/;  +  T)x)  sin  ax 
JF{x)  =  {A-{-C+  Cx)  cos  (ax  +  «)  +  (B  +  Z>  +  Dx)  sin  («.f  +  «) 
—  (Ä-\-  Cx)  cos  a.-»;  —  (B  -\-  Dx)  sin  k a; 
=  [{A-\-C)cos a—A-\-(B+D) sin c(-{-  [  C(cosß  — l+2)sina)a;]cosaa; 
+[-(yl+C)sin«+(i?-fD)cos«-i'+ (Z'(cosa-l)-C'sinK)a;]sin«a;; 
die  Coefficienten  A,  C,  B,  D  bestimmen  sich  ans  den  vier  Gleichungen 
Ccos(« — l)-f--ösiua=l,     ^icos«  —  1)+ (7cos«  +  i?sina  +  -Dsintt  =  0, 
i)(cosft— 1)  — 6'siu«  =  0,   —  J.sina— Csina+^(cosK— 1)+-Dcos«  =  0. 

Wir  finden  so 

a 

■^        A  =  —  — ,     i^  =  0. 


c  =  - 

1 

"    2' 

D  = 

'olglich 

ist: 

n 

0 

cos 

ttX  = 

2  (1  —  cos  «)  a   '  ,     ■   s  ' 

2  sin  —  4  sin'' 


2 


1  —  2 n  sin'^  — )  cos  ccn-\-2n  cos  —  sin  —  sin  an  —  1 
2  /  2  <2 


4  sin'  — 
2 

«  sin  «  («  —  -Tri 
cos  aw  —  1     ,  \  2/ 

i ^^ ' 


(2  am-) 


2sin- 


(tt  \                                   (£     .    a 
1 —  2m  sm*  —I  Bin  aw  —  2«  cos  —  sin—  cos  ai 
2/                                   2          2 
>  a;  sin  ß  .T  = 


g  4  sin^ 


;«(«-  J) 


4  sin^  —  2  sin  — 

2  2 
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S  1.     Recht  einfach  drückt  sich  die  Summe 

selbst  in  dem  Falle  aus,  dafs  f(x)  die  Gestalt  des  Bruches 


x(x  +  Ä)  (x  +  2Ä)  . .  .  (x  +  mh) 

hat,  worin  q){x)  eine  ganze  Function  (w — 1)'""  oder  noch  niedrigeren 
Grades  von  x  ist. 

In  der  Tliat   folgt  aus  der  Gleichung 

. 1 ^  —kh 

x(x  +  li){x  +  2h)  ...  (x+(t—  lA)  ~  x(x+;i)(x  +  2Ä)  ...  (x  +  kh) 

die  andere: 

n  +  nA 
^ 1 ^  _1 1 

■~  äI  (Ö  +  n/i)  . .  ■  (a  +  (n  +  A-  -  l)7i) '  *^   -* 

Andererseits  kann  man  jede  ganze  Function  (p{x)  (iii  —  1)"°  Grades 
von  X  in  folgender  Gestalt  schreiben: 

9)(a:)  =  /!„  +  y^i (.r  +  »''')  +  ^«(x-  +  »i}i){x  +   >h  —  li/j)  -}-■•• 

+  .4„._i(.r  +  »(/0...  (2^  +  2/0, 
so  dafs 

rt+nA  a-\-nh  ii-f-nA 

^  a;(x+;i)...(x+»n/0  »^  j(x+/0...(x4-m;()  ~     '^x(x+/0.-.(a:+(m— DA) 

u  a  a 

n  -4-  n  A  <i  -(-  -1 '. 

+  "^«^  x(.r+;i)...(x+(tH-2)Ä)  "l         h '4 m-i^  .c(x+;i) 

_A(  ^ L \+... 

mh  l  a(a+7i)...(a+(m-l)/i)       (a+nh)...(a+ln+m-l)h) )  ^ 

_l.füLr'M  _        ^      ) 
~      Ä       In         a  +  n/i  ) 

wird. 

Dies    Resultat    kann    uns    zur    Bestimmung   der   Summe    der    un- 
endlichen Reihe 

_<p{a) <pia  +  li} cp(a  +  2h) 

a(a+h)...(a+ml,)'    0,+h)(,i^2hy...{a+im+l)h)'    (a  +  S/O  ...  («  +  (»1 +  2)/») ' 

dif'iiPii:  wir  linden  nämlich 
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^  y(-g)  ^ A I A 

^  x{x-^h)...(x-\-mh)       mha(a-\-h) ...(^a-\-{m—l)h)    '    {m—l)ha{a-\-h)...{a-{-(m—2)h) 

a 

I  ■^m  —  2  ■      -^m  — 1 

■  ■  ■  "T  27(  a  (a  +  /<)  "'        lüT  > 
da  bei  unendlich  wachsendem  7i  alle  Ausdrücke 

1  1  1 


(a-\-nh)..  {a-\-in-\-m—l)h)'    (a +  «/»)...(«  + (ra  +  i«  —  2)/0 '" ''    a-j-w/j 
sich  der  Grenze  Null  nähern. 
So  ist  z.  B.: 

10        .        14        .        18        ,         -^ 4^+6 

1T273; 4  "f"  2.3.4.5    '    3.4.5.6  "*"  ^  a;(x  +  l)(a;  +  2)(a;  +  3) 

1 

^  ^        —  6  +  4  (x ■  +  3)        ^"^ ^.^ 

^  x{x  +  l)(x  +  2)(.i:  +  3)       ^  a:(x  +  l)(a;  +  2)(x  +  3) 
1  1 

4-   '^  ^  =  _  i    I     1  =  1 

"""^  a;(a;+l)(a;  +  2)  3    1  3 

1 
und 

a{a  +  3)    '     (a+l)(rt4-41  ^  (a  +  2)(a  +  51  ~  ^  x{x  +  S) 

a 

_  -y         (a;+l)(a:  +  2)  _  '^  2  -  2  (a;  +  3)  +  (a;  +  2)(a:  +  3) 

jiLj  x(x+l){x+2){x-i-3)        ^         a;(a;+l)(a;  +  2)(a;  +  3) 

= 2 '—  +  -■ 

3o(a  +  l)(a  +  2)        a(a  +  l)    '     a 

Hier  ist  in  beiden  Beispielen  Ä  =  1 . 

Bis  jetzt  haben  wir  stets  vorausgesetzt,  dafs  der  Grad  der  ganzen 

Function  cp{x)  in  dem  Ausdrucke 

f(x)  = f^ 

'  ■   -^        x(x  +  h){x  +  U)...(x  +  mh) 

niedriger  als  m  sei. 

Wenn  nun  der  Grad  von  g){x)  gleich  m  ist,  so  können  wir  ebenso 
wie  früher 

(p{x)  =  Af, -\-  A^(x -\-  mh)  -\ \-  A,n-i{x  +  mh)  ...{x  +  2h) 

+  A„,{x  +  mh)  ...{x  +  h) 
setzen;  dem  entsprechend  finden  wir: 

a-\-  nh 

^j  x(x-{-}i)...{x+mJi)       mh  \ o(a-\-h)...{a-\-(m—l)li)       (a-\-n7i)...(a+(m-{-n—l)h)\ 


^™-l(l  1         \     ,       ^   ,    "^i. 


+  ■■■  +  ^¥^1«-«"+-^}+  ^" 
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In  dem  Falle  endlich,  dafs  der  Grad  von  (p{x)  höher  als  m  ist, 
kann  man  aus  dem  Bruche 

9^ 

x(x  +  '0  • .  •  (x-]-mh) 

eine  ganze  Function  herausziehen. 

Man  kann  also  sagen,  dals  die  Berechnung  der  Summe 

■^ <P(X)         

^  «(«  +  h)  ...(,x  +  mh) ' 

a 

in  der  (f(x)  irgend  eine  ganze  Function  von  x  bedeutet,  sich  auf  die 
Berechnung  der  Summe 

a+iiA 

<7i_i     ,     _!__! l L  I  ' 

^  X         a     '     a  +  h     '     a  +  2/i     '  '     a  +  {u  —  l)/i 

a 

zurückführen  läfst. 

Diese  letztere  l^umme  kami  man  nicht  mittels  der  Formel 

rt-J-nA 

y ' =  1.  ( i i i 

^  x{x+h)...{x+kh)       kh  la(a+/i)...(a+üt— I)/i)       (a+nli)...(n+{n+k-l)h)l 

bestimmen,  da  man  h  nicht  gleich  Null  setzen  darf. 

Bei  niedrigen  Werten  von  n  bietet  die  Berechnung  der  Summe 

,^J    X 

a 

keine  wesentlichen  Schwierigkeiten  dar. 

Für    hohe  Werte   von   »   werden    wir    späterhin    eine   Näherungs- 
formel geben,  mittels  deren  man  die  Summe 

a-\-n}t 
a 

mehr  oder  weniger  genau  berechnen  kann. 

§  5.     Wir  nehmen 

rf  \  .     Ä  +  Bx 

i^(x)  =  arctg^-j-^, 

wobei  wir  x  so  grol's  voraussetzen,  dafs  bei  seinem  weiteren  Wachsen 

der  Bruch  ,   ,   „ 

A-^  Bx 

C+Dx 
beständig  ein  und  dasselbe  Vorzeichen  behält. 

Was    arctg    anbetrifft,    so    wollen    wir    der    Bestimmtheit    wegen 
verabreden,   diesem    Ausdrucke    den    Werth    zu    geben,   der    zwischen 


—  f   »"'1   +  I  liegt. 


§  5.]  Die  Summatiou.  109 

Unter  diesen  Bedingungen  wird 
z/F(a;)=zrarctg  ^:±J^;  =arctg  ^-+|^t|_|  _  arctg  ^±|| 

_     _        {Ä+B]i+B:,){C+Dx)—lC+Dh+DxXA+Bx) 
—  arctg  (c+X» /(+/;,«) {,C+l)x)+{A+Bh+Bx){A-\-Bx) 

=  arctg  — ; i s , 

°  p  -\-qx  -\-rx-' 

worin 

_  ^■  +  C^+(CD+ÄB)h         _  2(CD+AB)+h{B'+D^)       _  ^    .5^+ J" 
^~  BG—AB  '   ^~  BC—AD  '    ^'  ~  BC  —  AD 

ist. 

Aus  diesen  letzteren  Gleichungen,  welche  die  Coefficienten  jij,  q,  r 
mit  den  Coefficienten  Ä,  B,  C,  D  verbinden,  leiten  wir  ab: 

B'  +  D'     _  CD  +  AB  _  q  —  hr  A^^  C- 2p —  hq -{-h'r 


BC-AD           >      BG—AB            2      '      Bü—AB 
r(2p  —  hq-\-h'r)  ^     .     /q  —  JirY 

Wir  wollen  jetzt  bei  vorgegebenen 

q    und    r 
p,  A,  B,  C,  D  so  wählen,  dafs  die  Gleichung 

.        .     A  +  Bx  .  h 

z/  arctg  „  ,   T.—  =  arcts 


°C+Da;  '^  ii-}-qx-\-rx' 

in  der  That  erfüllt  ist. 

Zu  diesem  Zwecke  bestimmen  wir  zuerst  den  Coefficienten  ^)  aus 

der  Gleichung 

r{2p  —  hq  +  h^r)  .     .     /q  —  hr^ 

wir  erhalten  dabei 

4  +  g»  -  h^r^ 

J-  4,. 

Nun  ist  nur  noch  nötig,  den  zwei  Gleichungen 

B-  4-  D'    _    .         CB  +  AB  _  q  —  hr 
BG—AB~^''      BC--AB  ~  ~~2 
zu  genügen. 

Da  die  vier  Coefficienten 

Ä,  B,  C,  D 
nur  zwei  Gleichungen  genügen  sollen,  kann  man  zwei  von  ihnen  will- 
kürlich vorgeben. 

Wir  setzen,  um  möglichste  Einfachheit  zu  erzielen, 

C'=l,     D  =  0 
und  finden  so: 

T>  A        q  —  hr 
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Auf  diese  Weise  kommen  wir  zu  den  Formeln 

.         .      ig  — Ar    ,  1  ,  irli 

A  arctg  j «   .,       +  rx }  =  arctg  ----^^--^._|_ ^^^^  q;-^^. 


und 


■STi       .  4r/i  .     (g+(2n  — l)/ir    ,  i 

Z  ^'•"'K  4  +  g«-;.«r'  +  4rgx  +  4-r-':,'  =  '^'•^tgl 2 +  '«  ) 

a 

—  arctg  j?-=-^  +  ra} . 
Hieraus  leiten   wir  für  r  >  0  ab: 

'tl         ,                               4r7i  Jr  ,     fg  — /ic    ,  | 

>  arctg  T-j — s — r^i-i—i ,   .   ,   .,  =  „   "    ^rctg  '  -  -      -f-  ra   . 

a 

Zum  Beispiel: 
arctg  ^,  +  arctg  .^^,  +  arctg  ^^,  +  . . .  =  J  -  arctg  (2«  -  1) , 

arctg  ~  +  arctg  i  H \-  arctg  ^^^_^.„,  H =  |  —  arctg  1  =  " , 

arctg  l  +  arctg  ^ ^  +  •  •  •  +  arctg  3^  ^  ^,,,  +  •  ■  •  =  |  —  arctg  2. 

§  6.     Zum  Schlüsse  dieses  Kapitels  wollen  wir  verschiedene  Bei- 
spiele behandeln. 
Beispiel  1. 


\-a''-'        l-a*'  l-a»'"^' 


,^+' 


«-^     '  l+rt  l+a=" 


l-«'^!-«  1-«  1-a'"         2(l-o)         2(1-0«') 

Hieraus  folgt  für 


die  Formel 


1  -  0»  "•"  1— a'  "i     1  — a"  "i  ^,       „.J-+>         •-'(l-n)         ä' 

Beispiel  2. 

'  2'+»  Bin  ^^_ ,  I  I  2'  Hin  ._,  J  J2'  +  '  cos  .p^  J 


daher  ist: 


i±ij'- {±:)-'-  +  (.-- »)'-(•■"»)"  (-". ?)'■ 
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Bei  unendlich  wachsendem  x  finden  wii- 


2 


^Y=('r^Y  +  r--»Y+rr^Y+ 


2    cos  —  /  \  2  cos  —  ;  \  4  cos  —  /  \  8  cos 

2^/  V  2/  \  4, 


\sin  ■»/  ^' 

Beispiel  3. 

— r^  cots  — -1- coto;  —  =  — t-,  iK  — tt  ; 

daher  ist 

tg*  +  {tg|+...  +  i.tgJ  =  lcotg  J-2cotg2#. 
Folglich  ist: 

2'?*g-^  =  *g^  +  ^4  +  ^g|  +  --  =  l-2cotg2^. 

Beispiel  4. 

(2^+'  sin  ^)^  -  (2^  sin  J)"^  =  2^^+"^  (sin  ^)^ ; 
also: 
(sin  ^)^+  2^(sinfy+-  +  2-(sin  ^y  =  (2^sin  ^^-(^y. 

Somit  haben  wir: 

22-(sin  jy=  (sin^y+  2^ (sin  |)V4^(sin  f)V-=^^-(^^,-^)^  • 
Beispiel  5. 

a!(ci!+l)(«+2)...(a  +  a:+l)  __     g(g+l)...(g  +  a:)     ^ (a;+l— a)o!(tt+l).;.(o;+a:) 

'  a(a+l)(a  +  2)...(a  +  .r)         „(a+ 1) ...  (a  +  x-- 1)  „(„  +  !).. .(„  +  «;)  ' 

hier  wird: 

1     1     a     I    "("  +  !)  _r_         _[_  g(tt  +  l)...(o!  +  a;  — 1) 
"f"  fi     '    a(a  +  l)    '  "•"  o(a  +  l)...(a  +  a:  — 1) 

(>!(a  +  l)...(a  +  a;)  a  — 1 


(« +l  —  a)a(a +  1)  ■••(»  +  «;  —  1)        a  +  1  —  a 
Hieraus  leitet  man  für 

a  —  a  —  1 >  0 


leicht  ab: 


«  «(«  +  !)  _,     «(a  +  l)(tt  +  2)  _       a  —  1 


n     '    a(a-|-l)    '     a[a-\-\)(a-\--i.)   ^^  a  —  a  —  1 
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Neuntes  Kapitel. 
Euler's  Formel 

6  6 

§  7.     Nehmen   wir    die   Taylor'sche    Formel   mit    dem    IJestgliede 
in  der  (Jestalt  eines  bestimmten  Integrals: 

^(a;  +  /,)  _  %{x)  =  h&'{x)  +  y  r{x)  +  •••  +  $.!  ^W 

h 

und  setzeu  wir  successive: 

Hx)=]j'f{x)dx,     fix),       hf\x),     Irfix),...,    /r-Y<"'-^'W. 

lc=  ni,  m  —  1 ,     m  —  2 ,      m  —  3 ,  . . . ,  1 , 

so  erhalten  wir  m  Gleichungen 


\Jf{x)dx  =  f{x)  + 1  fix)  + !;;  /"(x)  +  -  +  ''"1/  f'-'Hx) + i?., 

X 

^fix)=f{x+h)-f{x)=hf\x)+':^J'\x)  +  ■■■+  '£~l^j^^^^^^ 

hJf'ix)  =  hf'{x  +  h)-hr(x)  =  /r/-"(a;)  +  -  +  (~!~J-,  /■"»-"(^)  +  Ä„ 

;r-«^/"("'-«)(a;)  =  Ä'''-Y""-*'(a;+/0— Ä"'-Y("-*>(a;)=A"'-Y<'"-"W+i?„, 
iu  denen: 

'       J    »"!  /h/o:'"  '         '      J    ^m-l)I  /„Jx™  ' 

0  (I 

•'      ./    (»«-2)1  Ada;"*  '        '  ./  /«f«™ 


u 
ist. 


§  7.]  Euler's  Formel.  113 

Aus  allen  diesen  Gleichungen  leitet  sich  leicht  die  folgende  ab: 

jj  f{z)  dz  +  A,  Jf(x)  +  Ä,hJf'(x)  -\ h  A„,-ih'—'^^fO"-^-)(x) 

=  f{x)  +  CW{x)  +  CX-f"ix)  +  C,hr"{x)  +  ... 


in  denen 


^■'1  ==  ^  +  ^1 ,      (^2  =  Ji    +     2'    "f"  ^2  '  •  •  •  ' 


n  ± |_         "^1  I  ^2  I  I     ■^m  —  2  j_      . 


0) 


1       1^         A^  1^        A.^  I  I     Am  —  2 

ml  "■"  (m— 1)!  ~f"  (to  — 2)! 
und 

i?  =  i?i  +  A,R,  +  ^,i?,  +  ■  ••  +  A,_ii2,„ 

ist    und    man    den    Coefficienten    A^,    A.^,  ...  ^,«—1    beliebige    Werte 
geben  kann. 

Wir  legen  den  Coefficienten 

Ai,  A.2,  ...  -4,„_i 
die  Werte  bei,  welche  sich  aus  folgenden  Gleichungen  bestimmen: 

i  +  A  =  o, 

^,  +  4^  +  ^2=0, 

4.  +  ¥r  +  v  +  ^B  =  o, 

»n!  ^  (»»  —  1)!  ^  (m—  2)!  ^^  (-m  -  3)!  ^  '  2  \ 

und  erhalten  so: 

x  +  h 

/•(x)  =  I J  {{z) dz  +  4^ z//(.T) ^A, h  Jf'{x)  +  - •  +  ^„,_i Ä"'-2 ztf("'-^\x) 

h 

-j  •^'"(^^ — /i^-— ^^^'  (^) 

0 

wobei 

«P»(^)  =  ^+A(,;— fy,  +  ^.(i,^  +  ---+Ä.-./''"-'^       (9) 
ist. 

Indem  wir 

X  =  a,    rt  +  A ,     a  +  2Ä ,  . . . ,    «  +  («  —  l)/t 
setzen  und  der  Kürze  wegen  a  -\-  iili  mit  dem  Buchstaben  h  bezeichnen, 
erhalten  wir  die  n  Gleichungen: 

Markoff,  DiffereuZöDrechnimg.  8 
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f{a)  =  \j'mdz  +  A,Jf{a)  +    ■  •  +  ^„-./r-z; /■("-«>(«) 

f{a  +  h)=lj  'mdz  +  A,  ^f{a  +  /,)  +  •  •  •  +  ^„,_i  //—S//  /•"»-*)  («  +  /A 

0 

/•(6_Ä)  =  i  ff{e)d2  +  A^Jf(b-h)-] h  ^l„,_,/."-«^/-("'-«)(,i-//) 

hieraus  leiten  wir  mittels  Addition  die  Formel 

^/ W  =  1 J  V(^)rf^  +  ^.  {/-(t)  -  A«)  1  +  ^.M/-'('')  -  A«)  1  +  •  •  • 

ab,  die  als  Euler  sehe  oder  Maclaurin' sehe  Formel  bekannt  ist. 
Der  Ausdruck 

0  x—a  0 

heifst  <7ös  Hcstglied  der  Enle/sehen  Formel. 

Der  Zahl  tu  kann  man,  von  2  beginnend,  beliebige  Werte  geben. 
Dabei  zeigen  uns  die  Gleichungen  (7),  dafs  der  Wert  jedes  Coefficieuten 
Ak  vollständig  durch  den  Index  k  bestimmt  ist  und  dal's  er  von  in 
unabhängig  ist,  so  dafs  die  Functionen 

98  W  =  ll  +  ^>  f  +  ^2^'*^ ' 

9M  =  4"!  +  ^1  3T  +  ^>!  -r  +  "^a'«'^» 
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dieselben  Zahlen 

■"^l>    -"2)    -^S)     ■■■}    -^m  —  2)    A„i—l 

enthalten. 

Wir  verabreden  also,  in  allen  Betrachtungen  dieses  Kapitels  unter  dem 
Zeichen  An  die  Zahl  zu  verstehen,  die  durch  die  genannten  Gleichungen 

|  +  ^,=0,    ^  +  ^  +  J,  =  o,  ..., 

(fcTi)!  +  ¥f  +  (iAr!  +  ---  +  %^+^^-=o  (7) 

bestimmt  wird. 

Die  successive  Berechnung  der  Coefficienten 

^IJ    ^2>     -^3,    •  •  • 

bietet  keine  wesentlichen  Schwierigkeiten  dar. 

Die  Werte  der  ersten  sieben  Coefficienten  sind: 

^1  —     2'   ^ -'  ~~     6^4~~12'   ^3  ~    24"'"  12  ~24~  ^' 

*    120  '  48    72       720'    5    720  '  240    288  "f  1440  ~   ' 

ö    6040  ~  1440    1440  ~  4320    30240' 
A    _J_f_^_i_i_JLj_l_M_n 

-^7  ~  7  !  l    8  "T  2     12  "T"  24    12  I  ~  "• 

§  8.    Wenn  f{x)  eine  ganze  Fimctiou  von  x  imd  ihr  Grad  niedriger 
als  m  ist,  so  ist  das  Restglied  der  Euler 'sehen  Formel  gleich  Null. 
In  dem  speciellen  Falle,  dafs 

ist,  finden  wir: 

b 

^  (;;ii-"i)!=~;;rr-  +^i'*-(ii^3i)!-+-+^'«-i'*"'~'(^-«)=9'".(^)-9'«('')- 

a 

Hier  ist  h  =  a  -\-  nh  und  h  bedeutet  eine  positive  ganze  Zahl. 
Demnach  ist 

« l.2.3...(m-i) =  9''4o)-9'«W-  (11) 

Hieraus  erhalten  wir,  indem  wir  a  =  0  setzen  und  die  Gleichung 

9m(0)  =  0 
berücksichtigen, 

im-i  ^  2"'-i  H h  («  —  1)'"-'  =  1.2.3...  {m  —  1)  ^^^^ 

n'" 

= |-^,w"'-^  +  A,(w-l)w"'-24---- 

+  A,_iw(m-1)!.  (12) 

8* 
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In   dieser  Weise    kauu    die   Function   qp,„(j-)    zur  Berechuung  der 
Summe 

lm-l_^  2"'-"  + 1-  (h  —  1)'"-' 

dienen. 

Zum  Beispiel  ergiebt  sich: 

1  +2  +3  +...  +  (,,-1)  =';'-!«, 
1.  +  2-^  +  3^  + ...  +  („  _  1)=  = ';'  -  i "'+ { ", 

13  +  2^'  +  3^  +  •  •  ■  +  («  -  1)»  =  ^  -  i  «^  +  {  n; 

n-  1      ,    ,     1      .,  1 


■i 


>i  , 


1.  +  2'  +  3^  +  ••■  +  (h-1)'  =  -,  -  ,  n^+jn        ^^ 

P  +  9.  +  3=^  +  ...  +  (,,_i)o_  '^  _  ^„.+  ^„._  ^„=, 

1«  +  2«  +  3c  +  ...  _|_  („  _  i)c  =  ^-  -  I  «"+  {  n*-  J  n'+l^  n, 

17^_2'  +  3'  +  ...  +  („-iy  =  :|!-l,r+^n'^-^n*+,^»r. 

Dieselbe  Formel  (11)  giebt  für  h  =  Q 
jm-i^  2"'-'H h(«— 1)"'""'+»"'~'  =  (— l/"l-2-(»'-l)^^"-  ■   (13) 


Durch  Vergleich  von  (12)  und  (13)  erhalten  wir 
'P,u{nh)  -  (-  1)"'9".(-  «/')  =  -   J„_i)! 


Hierbei  kann  man  der  Zahl  »  nicht  nur  ])Ositive  ganze  Werte,  sondern 
überhaupt  beliebige  Werte  geben.  Da  die  beiden  Teile  dieser  Gleichung 
ganze  Functionen  von  n  sind,  zwei  ganze  Functionen  einer  Variableu 
aber,  die  bei  allen  positiven  ganzen  Werten  der  unabhängigen  Variableu 
einander  gleich  sind,  identisch  sein  müssen,  so  ist: 

h  z'"  ~ ' 

<Pm («)-(-  1)'"  «p«,  (-  ^)  =  -  J^;^^^  ( 1  •^) 

iür  jeden  Wert  von  z. 

Hieraus  folgern  wir,  dafs 

,  .    ,    1    7.«"-' 

eine  gerade  oder  ungerade  Function  von  :  ist,  je  nachdem  »/  eine 
gerade  oder  ungerade  Zahl  ist,  da  wir  der  Formel  (14)  auch  folgende 
Gestalt  geben  können 

,.  ,   I  hz'"-*      .    ,.,„1     .    „x_i_  1 ''(---r-M 
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Mit  andern  Worten:  alle  Coefficienten  Ä^  mit  ungeradem  Index  Je, 
A^  ausgenommen,  sind  gleich  Null: 

0     =     ^3     =     -45    =    J-,     =    Jg    = 

Berücksichtigen  wir  nun  noch  die  beiden  einfachen  Formeln: 

fpnih  —  ^)  —  ?>«(—  s)  =  h  -(^myr;  (15) 

«P™(«)  +  (—  1)"-'  V.n{h  -  0)  =  0.  (16) 

Formel  (15)  folgt  aus  (11):  man  mufs  nur  a  mit  — z  vertauschen 

und  n   gleich  Eins   setzen.     Was   die  Formel  (16)   anbetrifft,   so   läfst 

sie    sich    leicht  aus    (14)  und  (15)    durch   Elimination    von   cp,n{ —  s) 

ableiten. 

Aus  den  Formeln  (15)  und  (16)  ersieht  man,  dafs 

9),„(  — 1  =  0  ist  bei  ungeradem  ni, 

(PmQi-)  =  0  bei  jedem  ni. 
Folglich  ist  bei  ungeradem  m 

h 

eine  ganze  Function  von  z. 

§  9.     Jetzt    ist  es    nicht    schwer,   sich    zu    überzeugen,    dafs  bei 
geradem  ni  die  Function 

dasselbe  Vorzeichen   für   alle  s,   die   zwischen  0   und  /«  liegen,    behält, 
und  dafs  bei  ungeradem  tn  die  Function 

h 

dieselben  Eigenschaften  besitzt. 

Um    dies    zu    beweisen,    wollen    wir    diejenigen    Wurzeln    der 
Gleichungen 

9„(^)  =  0,     (p'(^)  =  0,     <p"{z)  =  0 

betrachten,  die   zwischen  0  und  h  liegen,  die  aber  weder  mit  0  noch 
mit  h  zusammenfallen. 

Wenn  die  Zahl  solcher  Wurzeln  für  die  Gleichung 

9,,„(ä)  =  0 

gleich  a,n  ist,  so  ist  nach  dem  Satze  von  Rolle  die  Zahl  der  Wurzeln 
für  die  Gleichung 
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nicbt  kleiner  als  «,„  +  1    und  lür  die  (.ileicluing 

9);;,(^)==o 

uithi  klciiii^r  uls  «„. ,  da  die  Gleichung 

noch  die  beiden  Wurzeln: 

Z  =  0     und     z  =  h 
hat. 

Andererseits  haben  wir  bei  »»  >  2 : 

=  g>„._x(^)  +  ^„._,/r-i.  (17) 

Wenn  also  w  >  3  ist,  so  ergiebt  sich  bei  geradem  m 
fpm{z)  =  q>m-i{z)     und     «„,  +  1  <  ß,„-i, 
und  bei  uugeradem  jh 

fPmi^)  =  fp'm-l{l!)  =  9P»,-2(^)       Uud       «„,  <  a,„_2  ^  «„.-4  ^  «,«-6  '  '  '  ^  «3- 

Niui  hat  man  «^  =:  1,  da 

9i{«)  = 6 

ist. 

Folglich  wird  bei  uugeradem  m 

Um  =«3=1 

und  bei  geradem  m 

«m  =  «m-l  1=0  =  0-2. 

Mit  anderen  Worten:  die  Gleichung 

besitzt  im  Intervalle  von  ^  =  0  bis  s  =  h  bei  ungeradem  »i  nur  eine 

Wurzel 

h 

uud  bei  geradem  m  keine  Wurzel  (^aulser  Ü  uud  h). 

Hieraus  folgt  unmittelbar  der  von  uns  ausgesprochene 
Satz  über  die  Unveriinderlichkeit  des  Vorzeichens  einer  der 
Functionen 

tp,„{e)     und ^ 

bei  continuierlichem  Wachsen  der  X'ariabeln  -   von  (I  bis  /i. 
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Aus  Formel  (17)  leiten  wir  noch,    indem  wir    m   durch   m  +  1 
ersetzen,  die  Formel  ab: 

h  h  h 

J^Pmiß)  ds  =J'(p',„+i  (z)  de  —  AJi'^J'dz 

0  0  0 

=  9)„,+i(/0  -  g>»+i(0)  -  ÄJi"'+'  =  —  AJi"'  +  K     (18) 

Diese  Gleichung  zeigt,  dafs  der  Coefficient  A^  mit  geradem  Index  m 
nicht  Null  sein  kann  vmd  dafs  sein  Vorzeichen  entgegengesetzt  dem 
Vorzeichen  von 

für  0  <  ^  <  Ä  ist. 

Das  Vorzeichen  von 

q9m  +  2(^) 

ist  bei  geradem  m  und  bei  0  <  ^  < /i  dasselbe,  wie  das  von  J,„,  da 
bei  geradem  m: 

ist. 

In  dem  speciellen  Falle  von: 

ist: 

9'2(^)  =  "^^  <  0     ^iiifl     9,{^)  --=  '^^^^  >  0 ,     bei  0  <  ^  <  /*. 

Indem  wir  successive  von  m  =  2  zu  m  =  4,  6,8,...  übergehen, 
finden  wir,  dafs 

9,(2)  >0,     A^<0,     (peiz)<0,     heiO<z<h, 

(Pf,{z)<0,     A^>0,     (ps(z)>0,     heiO<z<h, 

trnd  allgemein 

(-1)V2*(^)>0;    {-iy-'A2,>0,    (-l)*<)D2*+2(^)<0,    bei  0<^<Ä 

ist. 

Statt  der  Zahlen 

A^,  A^,  Ag,  Ag,  . . . 

betrachtet  mau  gewöhnlich  andere  Zahlen: 

-Bi;  ^2j  ^i,  ^4)    ■  ■  ■ 
die  unter  dem  Namen  der  BernouUi' selten  Zahlen  bekannt  sind. 

Diese  letzteren  Zahlen  sind  positiv,  und  mit  den  Zahlen  A  durch 
die  Relation 


120  Neuntes  Kapitel.  1§  9.  lü. 

(_l)t-'ü^ 

^'"  =  iT2.3...(2t-l)2*  (^'''' 

vcrlnuideii. 

Was  die  Functioneu 

9>.(^) = £' + '4.  ;S)^ + A  £s^; + - + ^u-.'r-. 

anbetrifft,  so  nennt  mau  sie  (wenigstens  für  /*  =  1)  oder  gewisse 
Functionen,  die  sich  von  diesen  um  einen  von  z  unabhängigen  Factor 
unterscheiden,  Bcrnoulli'sche  Functionen. 

§  10.     Wir  wenden   uns    nun   zum  Kestgliede  der  Euler'sehen 
Formel 


und  nehmen  »i  gleich  einer  geraden  Zahl  '2  k. 

Da  q)n{z)  /lir  alle  Werte  von  z,  die  zwischen  0  und  h  liegen, 
dasselbe  Vorzeichen  hat,  so  können  wir  auf  Grund  eines  der  ersten 
Sätze  der  Integralrechnung 


=  A..h^^2-~fi—  (20) 


setzen,  wobei  0-  eine  mittlere  Zahl  zwischen  0  und   1  bedeutet. 

Dem  Kestgliede  der  Euler'sehen  Formel  kann  man  übrigens  auch 
die  Gestalt  geben: 

0  T  =  '' 

wenigstens  in   den  Fällen,  in  denen    liir  alle    Werte    von  c   zwischen 
a   und    h    beständig 

/"<"'(r)>0     und     /•<"+«'(«)  >0 
oder  beständig 

/■'"'(r)  <  0     und     /•<"+«>(«■)  <  0 
ist. 

Auch   hier  bedeutet  i>  eine  Zahl   /.wischen  n  und    1. 
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In  der  That  ergiebt  die  zweimalige  partielle  Integration  einerseits: 

0  i^a  0  x  =  a 

/'  ,  /^' d"+ '/■(•-« +  '»-^), 

0  x=a 

0  .i-=a 

Andererseits  aber  ist,   wenn  /''^*^(2)  und  /'(-*+2'(^)  der  soeben  an- 
gedeuteten Bedingung  genügen,  eins  der  Integrale 

A  T  =  ö  ''  x  =  b 

0  x=:a  0  jr=a 

eine  positive,  das  andere  eine  negative  Zahl.    Somit  mufs  das  Integral 

0  x  =  a 

dasselbe  Vorzeichen  haben,  wie  der  Ausdruck 

und  dem  absoluten  Werte  nach  kleiner  sein  als  dieser  Ausdruck.    Wir 
haben  also: 

*  1  =  4 

0  x  =  a 

wobei  0  <  ^  <  1  ist. 
§  11.     Die  Zahlen 

^1,    ^2?    ^S!    ^4'    •  •  • 

können  als  Coefficienten  der  Entwicklung  des  Ausdruckes 

1      _  1 

nach    steigenden    Potenzen    der    unabhängigen    Variablen    t   bestimmt 
werden.     Indem  wir  nämlich  in  der  Euler'schen  Formel 

xl 

fix)  =  e''  ,     h  =  a  -\-  h     und     m  =  2k 
setzen,  erhalten  wir 
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Ol 

1 


e*  =— j—  c*  +.l,(e'— l)e^  +  J.,/(e' -  l)e''  H 

a(  al 

und 

^,^  -\=Ä,  +  AJ-{---+  .In-./"--  +  ^-J..<»*-';  (0<*<1). 

Man  überzeugt  sich  liieibei  leiclit,  dafs  die  Reibe 
.1,,  A,t,  A,f',  ...,  ^s,<"-',  ... 

convergiert,  wenigstens  für  diejenigen  Werte  von  t,  die  ihrem  absoluten 
AVerte  nach  kk-Luer  als  Eins  sind,  da  aus  den  (ileichungen  (7)  die 
Ungleichungen 

und  allgemein 

.i„,_i :  <  2  +  ^73  +  2  3.4  +  •  ■  •  +  (^^T^Ti)!  +  ;r:  <  ^ 
folgen. 

Durch  Multiplication  von 

-^  =  l+A,t  +  A,t'  +  A,t'+---+A„,-,t'"-'+---      (22) 
mit 

'^    ""  ^  ""  TT  "T  uW-   '    iTaTsTT»  "1   ' " '   ''  7~~,     ZT,.,,,  1    ' " ' 


finden  wir: 

xt 


=  TT  +  «PäW  ,-,    +  «PsCa--)  ;,3   +  •  •  •  +  'Pn.i.x)  -^  +  •  •  •  .  (23) 

Demnach  ist 

.s         7,"'      ^"'-'(«^-11  ,       ,  1    d"'  /     t     \ 

«5  12.     Aus   der  Integralrechnung  ist    bekannt*),  dafs    man    für 
alle  Werte  von  .c,  die  zwischen  0  und  h  liegen,  jede  ganze  Function 


•)  Lejeune-Dirichlet;  Sur  la  convergeiice  ilcs  eöries  trigonouictriqucs  qiii 
Borvent  k  repruBciiter  uiie  foiiction  arbitrairc  ontre  des  liuiites  doiiniia  (Crelle'B 
Journal  IV,  182'J;  Üfuvrcs,  I,  U'J— 132).  —  lleiue:  Handbuch  der  Kugelfunctionen 
(I,  §§  53-64). 
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F{x)  und  eben.so  unendlich  viel  andere  Functionen  in  eine  Reihe  von 

der  Form 

-r-,/  \             ,                inx    ,    ,      .     23ta;    ,           ,               Htcx    ,   ,     .    2lnx  , 
i* (a;) ^ «0  +  «1  cos  — r — |-  »i  sm  ~, 1 |-«,,cos  —=■ [-6;  sin— ^ — | 

entwickeln  kann,  deren  Coefficienten 

"o)  C'i'  W}  ")s>  h;   ■■■)  "h  ^h  •■■ 
durch  folgende  Formeln  bestimmt  werden: 

h 

«0  =  ;^  jF{x)dx, 

0 

h  h 

Ui  =  j  I  F(x)  cos  — ,—  dx    und    li  =  j   l  F{x)  sin  — ^  dx . 

0  o' 

Um  diesen  Satz   auf  die  Bernoulli'schen  Functionen  anzuwenden, 

betrachten  wir  die  Integrale 

*  h 

2    /'      ,   ,  <ilnx  j  1      2     /*       .   .     .     2lvx  , 

T  I  fpmw  COS  —. —  dx     und     ^  i  q)m{x)  sm  — r—  dx , 

0  0 

wo  l  eine  endliche,  positive,  ganze  Zahl  ist. 

Für  m  >  2  giebt  uns  die  einfache  partielle  Integration: 

h  h 

y'        ,   ■.  ilnx   ^  h      /',/■,     .     2l7ix   , 

(pm(ß)  cos  —ji-  dx  =  —  ^j^  I  (p,n{x)  Sin  — ^  dx 

0  0 

hl'  ,  ,     .     2  Inx   -, 

0 

J,   s     .      2l7tx  j  h       /•    ,  ,   .  2lnx    , 

(p,n {X)  Sin  — ^  ^^'=2htf  9'«(*')  COS  ~j^'  dx 


und 


0 

2l7lX 


gy  j I   »f;n — i\^^j  COS         5;         (tX  • 


0 

Indem  wir  m  =  2  setzen,  finden  wir 
J  -^^(^0  COS  -^  rf:,.  =  _  —  j  (o,-  -  ~)  sm  -^  dx 


0  o' 

und 

/.  /, 

/'      ,   .     .      2l7ix   j  'h       ri  h\  2lnx   , 

tp,{x)  sm  -jr^^  =  JütJ  (^  -  ä)  cos  ^-  rfo;  =  0. 


124  Neuntes  Kapitel.  [§  12. 

Hieraus  ersieht  mau  leicht,  dafs  bei  geradem  m: 


.«+• 


1  VmW  COS  — T—  dx  =  — ^^ und       /  <Pm(a)  sm  — r — ax=f) 

J  ^  ^ '       '•  (2i»r  j^">\  j       h 


h 

0 

und  bei  ungeradem  m: 


2?7rx  ,  ^ 

COS  — i — dx  =  i) 

h 


2     /•        ,    ,     .      2lnx    ,  2(-l)  ;."'  ,  r       r   \ 

J,  j  ^'"  W  siu  -x^  '^a;  =  — — j; —     luid       /  qD,„(x) 

0  0 

ist. 

Nach  Formel  (18)  [Teil  11,  §  0]  ist 
h 

)dx  =  —  AJi'". 


j  J9'n{oc)i 


Folglich  haben  wir  für  alle   Werte  von  x ,  die   zwischen  0  und  /) 

liegen,  die  Formeln 

2/wa; 

q>,,{x)  =  -  A,;^»-  +  _i_i^  ___  2'  — p—  (25) 

(=1 
und 

.    2lnx 

1=1 

in  denen  /;  eine  beliebige,  positive,  ganze  Zahl  bedeutet. 

Setzen   wir   x   gleich   Null,   so   giebt   uns  Formel   (25)   die   Ent- 
wicklung von  A2k  in  eine  bemerkenswerte  unendliche  Reihe;  es  wird: 

-^"  -  "-^  {'+?>+ ," +;.+■■+;.+  ■)■  ("^ 

So  wii'd  z.  B. 

^^=      12  =    -äi^  (i  +  ^  +  p  +  F  +  --)' 

'^*  ^  "~     720    °^  8"»^  V  "^  2'  "^  3*  "1"  4''  "t"  "  ■  7  ' 

«  "^  30240  "^         32  n«   0  "T  2»  "•"  3«  "f"  r   "T"  "  7  ■ 

Es  ist  daher 

6  -^    '    2«  ^  3«     '    4»  ^  6'     '    6»  ~ 

90  '     '.'*   "f"  3'     '     r   "'     f)'     '     0'     ' 

946  '^'        I     a"     '     3"  "■    4"     •"  6"     '     6"  "" 
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Formel    (27)    spielt    eine    wichtige    Rolle    bei    der    Lösung  der 

Frage   nach   der  Convergenz   oder  Divergenz   der   Reihen,   die   aus  der 

Euler'schen    Formel    erhalten   werden.     Aus    ihr  kann  man   z.  B.  auf 
die  Convergenz  der  Reihe 

1,  ji^  1 1  -A.^t  j  -A^t  ,  A^t  )  . . . 
für 

—  2jr<<<+  2w 

schliefsen,  und  andererseits  auf  die  Divergenz  derselben  Reihe  für: 

f  ^  (23r)-. 

Werte  der  ersten  20  Bernoulli'schen  Zahlen. 

(Adams:   Table  of  the  values  of  the   tirst  sixty  two  numbers  of  Bernoulli 
[Crelle's  Journal  LXXXV,  1878].) 

-r>  8  54513 


^1 

= 

1 

6 

TD 

= 

1 

30 
1 

-^3 

42 

J?4 

= 

1 
30 

^ü 

== 

5 
66 

B, 

= 

691 
2730 

B, 

= 

7 

B, 

= 

3617 
510 

B, 

= 

43867 
798 

^10 

= 

1  74611 
.^30 

-"11 

138 

^,2 

= 

2363  64091 
2730 

^.3 

= 

85  53103 
6 

Bu 

= 

2  37494  61029 
870 

B,, 

= 

861  58412  76005 
14322 

B,o 

= 

770  93210  41217 
510 

Bn 

= 

257  76878  58367 
6 

B:, 

= 

26315  27165  30534  77373 

19  19190 

Bia 

= 

2  92999  39138  41559 

6 

T? 

2  61082  71849  64491  22051 

13530 


Bezüglich  dieser  Tabelle  erwähnen  wir  einen  interessanten  Satz 
von  Staudt*),  der  den  Bruchteil  jeder  BernouUi'sehen  Zahl  bestimmt 
und  in  Folgendem  besteht:  Der  Bruchteil  von  B/,  ist  gleich  dem  Pro- 
ducte  von  (_ —  1)^  und  der  Summe  aller  Brüche  der  Gestalt 


1^ 


*)    Staudt,  Beweis  eines  Lehrsatzes,  die  BernouUi'sehen  Zahlen  betreffend 
(Crelle's  Journal  XXI,  1840). 
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wobei  A  eine  Primzahl  ist  und  der  Bedingung 

_     =  ganze  Zahl 
genügt. 

So  ist  z.  B. 

i?,=i_i_i_i  und  5.=ti  +  ;+i  +  ;  +  ^- 


Zehntes  Kapitel. 

AnweiidHiigen  der  Euler'schen  Formel. 

§  13.     Man   bcnitfgt  die  Euler' sehe  Formel  für  zwei  Zwecke:  zur 
BerecJtnung  der  Integrale  tmd  mngehehrt  zur  Bei'eclinung  der  Summev. 

Ihre  Anwendung  bei  der  Berechnung  der  Integrale  werden  wir 
an  einem  specielleii  Beispiele  zeigen. 
Es  sei 

fi^)  =  Y+s>    «  =  0,     h=l,    7(  =  j^^,     m  =-  G. 
Dann  ist 

f'(g)  =  —  ^^^^y,     f  '(z)  =  f^^j^^y,     f  "(«)  =  —  '^r^*' 

/    w  — (i  +  -)6>    r  w—     (1+z)« 

Die  Euler'sche  Formel  ergiebt  also: 

/de         ,      n        1,1.1.1,1.1.1,1,1.1 
f^  =  log2  =  j^  +  jj  +  -  +  -  +  ^^^  +  ^-^  +  ^^  +  j.  +  _  +  - 

_l(l_i\_     ^(i_M+      A-/i_l\ 
20  V  2/        1200  \,  4/  ~  7200000  \  16/ 

!?«_  (i  _  L) 

3204000000  \  «4/  ' 

wobei  0  <  •9-  <  1 

ist. 

Bei  Ausführung  der  Rechnung  finden  wir 

io+u  +  /2  +  Ä  +  n+io  +  Ä  +  n+iUA=       0,718771403... 

-fo(l-{)      =-0,025 

-li(l-;)     =-0.000625 

TloWoO-Ä)  =  +  O>000000781  - 

0,693147184 
***    (l  —  .M  <    (),(KltMIUOll(M. 


»204000000 
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Demnach  können  wir,  mit  einer  Genauigkeit  bis  auf        ^, 


/if-.  = 'S  2  =  ^'^ 


1,69314718 

,y  1  -)-  r 

0 

setzen. 

§  14.  Nehmen  wir  jetzt  an,  dafs  die  Zahl  oi  sehr  grofs  und  dafs 
die  unmittelbare  Berechnung  der  Summe 

b 

^fipo)  =  f{a)  +  f(a  +  h)  +  fia  +  2/0  +  •  •  ■  +  f(a  +  m  -  D^O 

a 

mit  gi'ofseu  Schwierigkeiten  verknüpft  sei. 

Nehmen  wir  ferner  an,  dafs  bei  einem  bestimmten  Werte  von  w, 
der  im  Vergleich  mit  n  klein  ist,  das  Restglied  der  Euler'schen  Formel 
sehr  klein  sei.  unter  diesen  Voraussetzungen  liefert  die  Euler'sche 
Formel  ein  mehr  oder  weniger  bequemes  Mittel  der  angenäherten  Be- 
rechnung der  Summe 

b 

^fix)  =  f(a)  +  f(a  +  //,)  +  /•(«  +  2/0  +■■•+/■(«  +  (n  -  l)h), 

a 

wenn  sich  nur  das  Integral 

b 

ff{x)dx 

a 

vmd  die    andern   Glieder  der    rechten    Seite  dieser    Formel   leicht    be- 
rechnen lassen. 

Wir  geben  einige  Beispiele  solcher  Näherungsrechnungen. 
1)  Es  sei 

/■(^)  =  i,     a  =  100,     h  =  1000,    h  =  l,    m  =  Q. 

Dann  ist 

und  die  Euler'sche  Formel  ergiebt: 

100    '    101  ~  102  ~         '999  '=^'^T^2\100        1000/    '    12U00'        1000'/ 

OOV     '     3024  UOO«  lOOOV  ' 

nun  ist  aber: 


?_/    1  1     \     ,     120'  /    1 

720  \iOO^         1000* 
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log  10  =       2,302585002994045  . . . 

2  (ilo  -  uJro)  =  +  ^•'•^045 

1^  (li  -  loJo^)  =  +  0,00000825 

-  4  (W  -  lö^)  =  -  0,000^00000083325  . . ._ 

2,307093342910720 
3^4  {i^  -  löoö^)  <       0,000000000000004. 

Somit  köujien  wir,  mit  eiuer  (ieiiauigkeit  bis  auf   — n, 

iJo  +  I^  +  iJ.  +  ■  ■  •  +  990  =  ^^30709334291072 
setzeu. 

2)  Als  zweites  Beispiel  uelimen  wir 

f{z)  :=  — ,     K  >  1 ,     a  =  a;  >  0 ,     h  =-  oc,     h  =\  ,     m  =  21;. 

Hier  ist 

Aw  =  -'^^+r'   /  w=-^+2  '   /    \^)  =  - — ^^+3 '  ••• 

^(2*-3)(2)= «(a+l)-(«  +  2fc-4)  ^  ^,aiL-i>('g)^        a(«+l)...(«j-2t-2) 

Die  Euler'sclie  Formel  ergiebt  also: 

-^1^1,         1         ,  1       _| L L  _    *        j 

Zj  z"       x'^  («  +  !)"       («  +  2)"  "•"  («  +  3)"  "^  («  +  4)°  "^ 

_  1  .1.  _i_  _L  4   -iL,  _i-  A   "> -M)(«L+il 

~  („-l)x«-'  ^  <^x"  +  ^^  a:«  +  '  ^  ^■'  ^  "   X-+'' 
a(«  +  l)(«  +  2)(a  +  3)(ot+4) 

«(«+!). ..(«+2^-4)     ,     ^^      a(a  +  l)--.(«  +  2t-2)     .^   . 
+  Ati-i  a-ät-8 T  *^it* Iä+«t^ ,  (.-°) 

wobei  wii-  früher 

0<*<  1 
ist. 

Der  absolute  Wert  des  Verhältnisses 

a(a+l)...(tt  +  gA).    ^      «(a+l)...(«+aA-2) 
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ist  gleich 

~  2^*         3^*         4^* 

also,  bei  hinreichend  grofsem  h,  beliebig  grofs. 
Daher  ist  die  Reihe 

1  1  A         1  j     a(«+l)(a+2) 

divergent. 

Bei  grofsen  Werten  von  x  jedoch  und  nicht  sehr  gi'ofsen  Werten 
von  k  differiert  die  Summe 

a{a+  l)...(a  +  2Ä;— 4) 


(«  -  l)*«-!  +  2x«  +  ^'  x''  +  '  +  ■  ■ "  + 


die  wir  mit  5^  bezeichnen  wollen,  sehr  wenig  von  der  Summe 

^       I  1  I l l ^ L  ... 

x"^  {X  +  lf^  {x  +  if^  (X  +  ä)"^ 

Wir  bemerken  noch,  dafs  unter  allen  Zahlen*) 

sich  der  Summe 

a;"  "^  (x+lf        (a;  +  2)''  "^ 
diejenigen  zwei  Zahlen 

/Si„  und   St-^+i  (oder  drei  Ät^,  Sk^+i  und  /Si„+2  ==  Ä-J 
am  meisten  nähern,  denen  das  kleinste  Glied 

der  Reihe 

A     _^_        _   j    a(« +  !)(«  + 2)  «(«  +  l)(«  +  2)(a  +  3)(tt  +  4) 

entspricht. 


*)   Wir  setzen  hier  voraus,  dafs  bei  unendlichem  Wachsen  des  Index  k  das 
Verhältnis 

—  (a  +  2Ä  —  3)  («  +  2fc  —  2)^2* 


^    -^2*  — 2 


nur  ein  Mal  den  Wert  Eins  annimmt. 

Markoff,  DiffereuzeurecbnuD^. 
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Die  Zahl  l-^  ferner  bestimmt  sich  aus  den  Ungleichungen 


oder 


1 


(a  +  2A-,-8)(a  +  2A-„-2)  2'*°  ^  («  +  2A-,-l)(a  +  2to)        2-*"-* 

4».x«  i  +  __L.  +...''     =  4,--x'  1  +  J-  +  ... 

Zur    Erläuterung    wollen  wir   Formel   (28)    auf   die    Berechnung 
der  Summe 


1 


"■    2'  "1     3^  "l    4»  "■    5'  "•"  "  "       ^  z" 


anwenden. 

Bei  a;  =^  1   und  ]{  =  ,'!  haben   wir: 

1  _  1      £J__1        1    _a 1        .    «(a  +  l)(a+2) 1_ 

(«-l)x''-i~  2'    2a;<'~2'  ^%a+i-~4'  ^*  ^^a+s"         "        12' 

tt(«+l)(a+2)(«+3)(a+4)  1 

a(«  +  l)(a  +  2)(a  +  3)(a  +  4)(«  +  6)(tt  +  6) 3 

^8  ^o+7  ~"         20' 

^0  =  2, 

s,=  i,  s,  =  1  +  ^  =  i,25>2i>'S^3  =  i  +  J  -l,==\,iQm6-, 

I 

/S.,  ^  Ä  —  j2  +  j^  =  iS^,  <  Sg  <  Sg  <  /S,5 . . . ,    S3  >  /S5  >  Ä,  >  &,  — 

Formel  (28)  giebt   also   für  die   betrachtete   unendliche  Reihe  als 
Grenzen  nur: 

1 
Wenn  wir  aber  erst  die  Summe 

1  +  ^3  +  3s  +  ^  +  6^  +  eT  +  7,  +  p  +  9T  =  1,100531985674  . . . 

berechnen    und    dann   x  =  lü   setzen,   so    können  wir,    aul    (irnnd  von 
Formel  (28),  die  Summe 

Vl  =  l4-i_L   '     .l.li    Ij.!.     '     .     »   4- VA 
^  z"  1     2'  "f"  3"  "i"  4»     '     6'  "•    6'  "■     7»  "^  8''  "T"  Vt»  ~^ ^  s* 

I  lU 

schon    für  1:     ■  A    mit   einer    Uenauigkeit    bi.s  auf   „        ,„   bestimmen. 
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=  +  0,005 


Wir  finden  nämlich 
1 
2TToä 


äi  =  +  0,0005 
1  lö?  =  +  0,000025 
-  ^  ^  =  -  0,000000083333 
1  jl^  =  +  0,000000000833 
Ä  1^0  =  -  0,000000000015 


Es  ist  somit: 


1 
mit  einer  Genauigkeit  bis  auf 


0,005524917485 
-f  1,196531985674 

1,202056903159 


2^^  =  1,2020569032 


2  .  10"' 

§  15.  Eine  der  wichtigsten  Folgerungen  aus  der  Euler'sohen  Formel 
stellt  die  Stirlimjsche  Formel  dar,  die  zur  angenäherten  Berechnung 
des  Logarithmus  des  Products 

1 . 2  . 3  . . .  (a;  —  l)a; 
dient. 

Um  die  Stirling'sche  Formel  abzuleiten,  nehmen  wir  an,  dafs  die 
Function  f{ß)  den  beiden  Bedingungen  genügt: 

1)  f^"''>z  behält  ein  und  dasselbe  Vorzeichen  für  alle  geraden  Werte 
von  m  und  für  alle  Werte  von  z,  wenn  nur  s>  a  ist ; 

2)  lim{/'W(2))     =0  für  jedes  m. 

Unter  diesen  Bedingungen  kann  mau  der  Euler'schen  Formel  die 
Gestalt  geben: 

a 

worin 


und 


,{x)^jJ^flx)dx+AJ{x)+A,hf\^)  +  ---+^-^k-^^^''''P'=-\^) 


9* 
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,w  ^         /V'"'(a:  +  /«  — e)H |-/*"'(x  +  nÄ  — «)  +  ••■         .., 

ilt{x)  =  /    >^-i= '-^     Y- — ^-~^ '-^ —  (p^k{z)ds 

0 

ist;   deun   erstens   gilt   für   x  >  a,   wie   in    §   10   bewiesen    worden    ist, 
die  Ungleichung 

A 

/{/'**' (a;  +  Ä  -  s)  H 1-  /-'"'(a;  +  nh- e)}'Pit(i)dz 

welche  die  Convergenz  der  Reihe 

J J  <P2k(.e)dz,  ...,       J    ' ^-^ -'  9)2*(5)rf2,    . . . 

0  0 

beweist;  zweitens  ist 

üiib) - ili{a)  =  j    ^—^ '^\       ^ ^-5^  9)gt.(«)d^ 

0 

/■ 
_  /•/•<'*>(a+/*-g)+-+/-'">(6-g)+/<">(&+/t-r)+  -y^^_.^j_^ 

0 
0 

Wir  vertauschen   nun    b   mit  x-    und  setzen,  a  als   gegebene   Zahl 
und  X  als  Variable  betrachtend, 

-  ^t{a)  —  il,{a)  =  C,. 
Auf  diese  Weise  kommen  wir  zu  der  Formel 

^f(e)  =  a+  ]i'f{x)dx  +  AJ{x)  +  ,l,/«/'(:f)  +  .l,;»Y"'(a;)+  ••■ 

"  a 

+  ^,,_2  /t**- «/-'"'-''(a;)  +  ß,(a-).  (29) 

Hier  ist  C*  von  a*  unabhängig  und  die  Function  i\k{x)  ihrem  absoluten 
Werte  nach  kleiner  als  das  Product 

lind   hat  mit  difSfiii  l'rodmt  ila.ssclbe  Vorzeichen.    Mit  anderen  Worten, 
es  ist: 

Ä.(x)  =^-  lin.  \  fn^^±]^J)±::^^-¥f'*'\x+nh-j)  ^^^^,~^A 

=  ^ylj*./."-Y('"-')(x),  (30) 
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wobei 

0<#<  1 

ist. 

Die  Zahl  Ck  ist  auch  von  k  unabhängig. 

In  der  That  giebt  Formel  (29)  für  /c  =  1 : 

X  X 

^f{z)  =  G,  +  {  i'f{x)dx  +  A,f{x)  +  £l,{x), 

•J 
wobei 

Sl^ix)  =  &A,hf'(x)     und     0  <  'S'  <  1 
ist. 

Indem  wir  weiter  diesen  speciellen  Fall  der  Formel  (29)  mit  dem 
allgemeinen  vergleichen,  finden  wir: 

C,  +  i2i(a;)  =  C,  +  A,hr(x)  +  ••  •  +  ^2i_2/i'^*-Y'"-='^(^)  +  M^)- 

Der  Zahl  x  kann  man  einen  beliebigen  Wert  geben,  es  mufs  x 
nur  gröfser  als  a  sein. 

X  wachse  nun  unendlich. 

Infolge  unserer  Bedingung  nähern  sich  bei  unendlichem  Anwachsen 
von  X  alle  Differentialquotieiiten 

fix),  rix),  rix), ...,  r^-^^x) 

der  Grenze  Null. 
Folglich  ist 

C\  =  limiC\  +  il,{x))^^^ 

=  lim{C,+^2V(^)  +  -+^i2*-2Ä^^-Y<^*-')(x)+iJ,(a;)}         =(7*, 

was  zu  beweisen  war. 

Betrachten  wir  nun  die  Function 

fiz)  =  log  «. 

Der  m'°  Differentialquotient  von  log  z, 

d'"-  log z  ^  (— 1)"'~^1.2.3...(TO  — 1) 
dz'^  a"*  ' 

hat  mit  (—  1)'"-'  dasselbe  Vorzeichen    und    nähert    sich    der  Grenze 
Null,  wenn  e  unendlich  wächst. 

Folglich  können  wir  in  Formel  (29) 

fiz)  =  log  0,     a  =  1 ,     h=l 

setzen  und  erhalten  so  die  erwähnte  Stirling'sche  Formel: 
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logl  .2.  5...(x  —  l)x  =  loga;  +^/  log  a; 

=  C+x\ogx  —  x+^\ogx-^A^--\-A^-^ -{-■■■ 
+  Au-2  -'-'»1?"'^  +  M^),  (31) 


Sl,{x)  =  &An-  hlil^^tz^)  (0  <  ^  <  1) 

ist. 

Unter  Benutzung  der  Formel  von  Wallis 

Ä  __  ,.       (2.2.4.4.6.6        ...  2n.2n  1 

-  —  lim  I  j  -g-  3.5.5.7  ■  7...(an— l)(2n+l)  1  ,=» 

wollen  wir  nun  beweisen,  dafs  die  Oonstante  C  in  der  Stirliug'schen 
Formel  gleich  ^  log  2w  ist. 

Zu  diesem  Zwecke  setzen  wir  in  Formel  (31)  h  =  1  und  erhalten 

log  1 .  2  .3  . . .  «  =  C  +  («  +  l)  log  »  -  M  +  ß.(") 
sowie 
log  1.2.3...2n  =  C+  2«  log  2h  -  2n  +  |  log 2?»  +  ß,(2n) 

=  C+  {2n+l)  log2  +  (2h+  J)  log«-  2/,  +  5>,(2«)' 

Hieraus  erhalten  wir  mittels  einfacher  Umformungen: 

2.2  .4.4.6.6...2n.2n  j      2.4.6...2n      > '      1 

1.3.3.5.5.7...  (2«  —  1)  (2m  +  1)  ~~  1 1  .  3  .  5  ...  (2n  —  1)  I  2m  +  1 

_   f     2.2.4.4...2W.2W     l'      1        _      (2  .  4 . 6 ...  2n)«     _1 

ll.2.3.4...(2w— l)2n)   2  h  +  1  ~  (1  .  2  .  3  .  4  ...  2n)'  2"^+  1 

2*"(1  .2.3...n)'         1 


■~  (1.2.3...2«)*2»j  j    ,   J^ 
"''  2n 
und 

,        (  2.2.4 .4.6.6...  2n.2n  ^ 

^S  1 1.8.3.6.5.  7...(2n—  l)(2n  +  1)  I 

=  4Mlog2  +  41og(1.2.3...M)-  21og(1.2.3...2»()  — log2n  — log(l+.,'^J 
4n  log  2  -I-  4C  +  (4m  -f  2)  log  n  —  4»  +  4il,(»0 

—  (4»  +  1)  log  2  —  2C  -  (4n  H-  1)  log  n  +  4»i  -  2ii,(2»i) 
—  log  2  —  logn  —  log(l  +  2y 

-  log  4  +  2V   I-  4i^,(«^    --  2.Q,(2«)  -  log  (l  +  .^)  ■ 
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Wir  brauchen  jetzt  nur  noch  n  unendlich  wachsen  zu  lassen,  um 

log|=-log4  +  2f7, 

'^■^-  (7  =  ilog2;r, 

zu  erhalten,  da  bei  unendlichem  Wachsen  von  n  die  Ausdrücke 

il,{n),     P.,{2n)     und     log  (l  +  ^) 

sich  der  Grenze  Null  nähern  und  der  Ausdruck 

,  2  .  2.4.  4  .6  .6  ...2w.2w 

^S  1.3.3.5.5.7...(2ro  — l)(2w  +  l) 

der  Grenze   log  —  • 

Folglich  haben  wir: 

log  1.2.3  ...  rc  =  I  log2;r  +  (aj  +  ~)  log  x  -x  +  A,  i  +Ä,  ^  +••• 

,      ,  1  .2  .3...(2fc  — 4) 

+  A2,-2 ^^, +  £l,{x),         (32) 

wobei 

0 

=  &aJ-^^~^^^      (0  <  *  <  1)  (33) 

ist. 

Die  Stirling'sche  Formel 

logl.2.3...:(;  =  ^log2;r+(:i+  J)  loga;  -  a; +A  ^  +  A  ^  +  ■•• 

bietet  ein  sehr  wichtiges  Mittel  zur  angenäherten  Berechnung  des  Products 

1.2.3...X 
dar,  obgleich  die  Beihe 


divergiert;  divergent  ist  sie,  weil  der  absolute  Wert  des  Verhältnisses 
.  2k\  .      (27c  — 2)! 

gleich 


2«'«'  1+J_  +  _L  + 


ist  und  bei  hinreichend  grofsem  k  beliebig  grofs  wird. 


136  Zehntes  Kapitel.  [§  16. 

Als  Werte  des  Ausdruckes 

2log2:;r  +  (a;+  -^jlogx  -  x  -\-  A^  ^+  A^-^  -\ \- A^-t  -^_s ' 

für 

A-=l,  2,  3,  4,  ... 

erhalten  wir  uneudlicli  viele  Zahlen. 

Von   ihnen  nähern  sich  dem  ^^'erte: 

log  1 .  2 .  3  ...  X 
diejenigen  beiden  Zahlen 

und 

-^log27c+(x-\-^j\ogx  —  x+A^--\ 1- ^2*0-8  ^5T::rr+^"«-^iv=r- 

am  meisten,  welche  dem  kleinsten  Gliede 

der  Reihe 

1  ^     1    2  ,     1.2.3.4         _    .     1.2.3.4.6.6 

entsprechen. 

Die  Zahl  /.•„  wird  aus  den  Ungleichungen 

(2feo-3)(A-„-l)    ^"'"?*^  +  i^+'"  (2A-,  -  Dfro  ^"^2»*'+»"'"  " 

bestimmt  und  unterscheidet  sich  wenig  von 

7t  X  -\-    1  . 

Als  Beispiel  setzen  wir  zuerst  x=  1   und  dann  x=  100. 
1)   Für  X  =  l  haben  wir: 

log  1 .2  . 3  ...  a;  =  log  1  =  0,     (x  +  l)  log  x  =  |  log  1  =  0, 

x=  1 
-^«¥  =  -    Ä    =-^^08333  ... 

-^«5i  =  -T4  =  -0,00070... 
-'^»S=  +  i  = +0,00059... 
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-^.0^=-     lÄö     =-0,00084... 


Auf  Gruud  der  Formeln  (32)  und  (33)  können  wir  schliefsen,  dafs  die 
Zahlen 

'  12  "1"  360 '  12    '    360         1260    '     1680 ' 

gröfser  als  —log  2«,  die  Zahlen 

1_1      1-1+^ L^      1-1  +  ^ --+  — -    --     ••• 

12'  12    '360        1260'  12    '    360        1260^1680        1188' 

dagegen   kleiner   als   —  log  2jt  sind. 

Von  allen  diesen  Zahlen   nähern    sich    dem  Werte  —  log  2jc  am 
meisten  die  beiden  folgenden: 

1  -  ä  +  3^  -  l4o  +  l4  =  ^^'9102     (genau  bis  auf  ^) 
und 

1  -  Ä  +  3S0  -  lÄö  =  ^'9186      (genau  bis  auf  ^)  ■ 

Auf  diese  Weise    giebt   uns   die   Stirling'sche  Formel  für  x  ==  1 
die  beiden  Ungleichungen 

12  "^    360        1260  "T"  1680 '^  2    ^^         '^  12    •"  360        1260 ' 

2)  Es  sei  jetzt  a;  =  100. 
In  diesem  Falle  genügt  es,  die  fünf  Zahlen 
1 


2 


log  2:r  =  0,91893  85332  04 


(x  +  I)  log  X  =       462,81960  36918  03  ... 
—  a;  =  —  100 
A.,-=  0,00083  33333  33  . . . 

J,  y  =  —      0,00000  00027  77  . . . 

zueinander  zu  addieren,  um  einen  solchen  angenäherten  Wert  für 

log  1 .  2  . 3  ...  100 

zu  erhalten,  dafs  er  sich  vom   wahren   um  weniger  als   ^—77710  unter- 
scheidet. 

So  finden  wir: 

log  1 . 2 . 3  ...  100  =  363,73937  55556   (genau  bis  auf  ^^o^»)  " 
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Die  Stirling'sche  Formel  bietet  die  Möglichkeit  dar, 
log  1  . 2 .  3  . . .  IftO 
auch  mit  einer  noch  gröfseren  Genauigkeit  zu  bestimmen:  man  braucht 
nur  mehr  Glieder  und   in  jedem  Gliede   mehr   (genaue)  Decimalen   zu 
nehmen. 

Wir  betrachten  noch  denjenigen  Fall  der  Formeln  (32)  und  (33), 
in  welchem  k  =  1  ist. 

Für  1c  =  1  nehmen  diese  Formeln  die  folgende  Gestalt  an: 

log  1  . 2 . 3  . . .  a;  =  -  log  2ä  +  (x-  +  ~  )  log  a;  —  a;  +  .<2,  (x) 
und 

0 

Nun  ist  aber: 
1 


/'     z(l  —  z)       j    _  _  /'<^_i_  /•(2a:  +  2n-  l)dz  _   r(x  +  n)(x  +  n  —  i 
2{x  +  n  —  zy"^~~      J    2  "•" J       2{x  +  n  —  s)         J        2(x  +  n  — ») 


—  l)d£ 


(a:  +  n-J)log-J^^-l 


+ ? - + 


< 


2.2.3 (x+n)"  ^  2.3 A{x+ny        2.4.5 (x+n)«    '    2.5.6 (x+n)» 
1 


12(x+  n)(x  +  n  — 1) 
Somit  ist 

ß,(.)=j(a;+i)log^-l)  +  j(.+  !)log^+--lj+... 

^  12  lx(x+l)  ~  (x+l)(x-f  2)    I         )         I2x 
Auf  diese  Weise  gelangen  wir  zu  der  Formel  von  Gudenttaun : 
logl.2.3...i-|liig2«+(..+  i)logj!-«+((i+j)log-i!-l) 

+i(«+f)">8:^->i+i-+i)'»8il-:-i|+-('^) 

und  zu  den  Ungleichungen 

log  1 .2.3  ...  a;>  ^  log  2n  +  {x  +  .')  log  x    -  x 

<  i  log  2«  ^{x+l)\ogx-x  +  j^^-  (3.^) 

Die  Gudcrmann'seho  Formel  gehört  zu  denjenigen,  die  zur  Erweiterung 
des  i3egrifl'es  der  Function 
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r(,a;  +  1)  =  1 .  2  . 3  . . .  a; 

für  alle  reellen   und   sogar   imaginären   Werte  von  x   dienen   können. 
Aus  Ungleichung  (35)  folgt,  dafs  das  Verhältnis 

1.2.  3  ...  a; 

1 
zwischen  1  und  c*^-^'  liegt  und  sich  bei  unendlichem  Anwachsen  vou  x 
der  Grenze  Eins  nähert. 

Infolge  dessen  kann  man  bei  Näherungsrechnungen  oft  das  Product 

1.2.3...a; 
durch  den  Ausdruck 

ersetzen. 

§  16.     Aus  der  Entwickelimg  des  Ausdruckes 
log  1 . 2 . 3  ...  a; 

in   die    Stirling'sche   Reihe   läfst   sich    unschwer    die   Entwickelung  des 
Logarithmus  des  Products  der  ungeraden  Zahlen 

1 . 3  . 5 .  7  ...  (2a;  -  1) 

in  eine  gewisse  Reihe  ableiten. 

In  der  That  braucht  man  nur 

log2.4.6...2a;  =  ilog2;r+(a;+l)loga;-a;+^2^+--- 

+  A,,-,  ^^^=^  +  *  log  2  +  Sl,{x) 
von 
\o^\.2.^...  (2x-\)2x=^\\og2n+[2x+^)\og2x-2x+A,^^  +  ■■■ 

zu  subtrahieren;  man  erhält  so: 

log  1.3.5.7  ...  (2a;  —  1)  =  (a;  +  I)  log 2  +  rcloga;  -  a;— I  ^2  i  •  •  • 

-  (l  -  ^)  -4--.  ^^  +  M^'^)  -  M^)- 
Die  Reihe 

2^2^'      V         2^^*    X'    '      \  2^j^6  x'         '■■■ 

ist   zwar   auch   divergent;   aber  bei   grofsen  Werten   von   x  haben  wir 
ein  sehr  bequemes  Mittel  zur  angenäherten  Berechnung  von 
log  1.3. 5.  7...  (2a;—  1). 
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Es  genügt  zum  Beispiel,  die  drei  Zahlen 

1000,5  log  2=    693,49375  41502  25... 

1000  log  1000  —  1000  =  5907,75527  89821  37  ... 

-21500=  -0,00004  16G66  66  ... 

zu  einander  zu  addieren,  um  einen  solchen  angenäherten  Wert  des  Loga- 
rithmus des  Products 

1.3.5.7  ...  1999 

zu  erhalten,   dafs  er   sich  vom  wahren  um   weniger  als   ^       ,„  unter- 
scheidet. 

Wir  finden 

log  1 . 3 . 5 .  7  . . .  1999  =  6601,24899  14657     (genau  bis  auf  j  J^,'»)  " 
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Elftes  Kapitel. 
Allgemeines  über  Differenzengleiclinugeii. 

§  17.     Wir  tvollen  uns  jetzt  mit  den  Gleichungen  der  Form 

0{x,  fix) ,  Jfix) ,  J-'fix) ,  ...  ZI'"  fix))  =  0  (36) 

hescMftigen ;  hier  bedeutet  9  eine  gegebene  Function  der  unabhängigen 
Variabein  x,   der  unbekannten  Function  f{x)  und  der  Differenzen  ver- 
schiedener Ordnung  von  f{x): 
^f(x)  =  f{x  +  h)  —  f{_x),  ...,  ZI"' fix)  =  J^'-^fix  +  li)  -  z/'"- Y(a;). 

Mittels  der  bekannten  Formeln 
zlf{x)=f{x  +  h)~f{x), 

^'m  =  f{^  +  m  -  2/'(^  +  /*)  +  fix), 


zl"'fix)=fix+mh)-jfix-\-im-l)h)+'^^fix+ini-2)h)--±fix) 

kann  mau  der  Gleichung  (36),  welche  eine  Differenzengleichung  genannt 
wird,  auch  die  Gestalt  geben: 

Wix,  fix),  fix  +  h),  fix  +  2k),  ...,  fix-\-  mh))  =  0,        (37) 

worin  W  eine  gegebene  Function  von 

^,  f{x),  fip:  +  11),  ■■■,  fix  +  mh) 
bedeutet. 

Umgekehrt  ist  es  nicht  schwer,  mittels  der  Formeln 

fix  +  h)=fix)  +  Jfix), 

fix  +  2h)  =  fix)  +  2  ZI  fix)  +  zl'fix), 


fix  +  mh)  =  fix)  +  ^  Jfix)  +  "^'^7  --'^  J'fix)  +  •  • .  +  J'-fix) 

jede  Gleichung  der  Form  (37)  auf  die  Form  (36)  zu  bringen. 

Von  den  Formen  (36)  und  (37),  in  denen  man  nach  dem  Ge- 
sagten die  Diflerenzengleichung  darstellen  kann,  ziehen  wir  die  zweite 
(37)  als  die  bequemere  vor. 

Was  die  unabhängige  Variable  betrifft,  so  werden  wir  ihr  nur 
solche  Werte  geben,  die  sich  von  einer  Zahl  a  um  ein  Multiplum 
von  h  unterscheiden,  so  dafs  x  stets  eine  der  Zahlen 

...,     a  —  2h,     a  —  h,     a,     a -\- h,     a -\- 2h,     a-\-^h,... 
bedeuten  wird. 
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Dabei  können  wir 

setzen,  da  man  statt  x  auch  eine  andere  Variable  e  einführen  kann, 
die  mit  x  durch  die  Gleichung 

X  =  a  -{-  hz 

verbunden  ist  und  irgend  eine  ganze  Zahl  bedeutet. 

Der  Kürze  wegen  schreiben  wir  endlich  noch  y^  statt  f{x). 
Wir  wollen  uns  dann  also  mit  Gleichungen  der  Form 

W{x,  y^,  y^+i,  y^+i,  ...,  j/^+„)  =  0  (38) 

beschäftigen.  Indem  wir  der  Variabein  x  nur  ganzzahlige  Werte  geben, 
können  wir  eine  jede  solche  Gleichung  als  gleichwertig  mit  dem  S_vstem 
mieudlich  vieler  Gleichungen 

'-^■(.0,  Vo,  yi>  y^,  ■■■,  Vv)    =  0,  'i^(— 1,  y-i,  Vo,    Vi,  ••••  j/m-0> 

'■^■(1,  yi,  y-.,  Vs,  ■■■,    Vm+l)  =  0,    'F(— 2,    !/_2,    y-u    J/o,      •••,    J/ro-s), 

y^iß,  2/2,  V'j,  y.!,  •••-.  !/«+«)  =  0,  W(—3,  y_3,  »/-a,  y-i, ...,  J/m-s), 

'^(■^,  2/3,  y*,  yi,  ■■■,   2/m+a^  =  0,     y'(-4,    1/-1,    2/-3,    2/-i,  ••.,    !/m-4), 


(39) 


betrachten. 

Solche  Gleichungen  kommen  sehr  oft  bei  der  Entwickelung  der 
Functionen  in  Reihen  vor,  wobei  die 

...  y-3,  y-2,  y-i,  2/o,  2/w  y-,  J/s,  ••■ 

die  Rollen  von  Coefficienten  spielen. 

Wir  bemerken  noch,  dals  man  bei  einigen  Problemen  der  Variabein  x 
nur  positive  Werte  geben  darf;  dann  bleiben  im  System  (39)  nur  die 
Gleichungen  der  ersten  Kolomie. 

Als  Beispiel  wollen  wir  den  Bruch 

_  1 

1  +  öT-t- 7  t'  +  t' 

in  eine  Reihe  nach  steigenden  Potenzen  der  Variabein  /  entwickeln. 
Es  sei  diese  Entwickelung 

r+-6«+7t«+t' = 2/« + 2/.' + y-^^' + y^^' + - + •'/■  '^ + 1'^-'^'+'  +  ■•  • 

Alsdaiui  ist 
1  =  (1  +  5/  +  7<*  +  <-'')(y„  +  yj  H-  ./,/»  +  y^^^  +  . . .  +  y,^  +  . .  •) 

=  2/0  +  (pvo  +  y.)'  +  (7yo  +  öi/i  +  2/.)''  +  (2/o  +  "2/.  +  5y.  +  y,)t' 
+  (2/.  +  7?/.  +  .'>y;,+y4)<'+-  +  (y  •f72/x+i+5j/x+.+yH-3) <'+'+-; 
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hieraus  ergiebt  sich: 

2/„  =  l,         52/„+2/i  =  0,  ?/i  =  — 5,     72/0  +  02/1  +  2/2  =  0,  2/.,  =  18, 

2/0 +  '?  2/1  +  52/2  +  2/3  =  0,  2/3  =  -    1+      35—      90=—   56, 

2/1  +  72/2  +  5^3+2/4  =  0,  2/4=         5-126+    280=       159, 

2/. +  72/3 +52/,+ 2/,  =  0,  2/5  =  -18+    392-    795  =  -421, 

2/3  +  72/4+52/5+2/6  =  0,  2/0=       56-1113  +  2105=    1048, 

Vx  +  72/a.+i  +  52/^-1-2  +  2/.1+3  =  0- 

Auf  diese  Weise  gelangen  wir  zu  der  Gleichung 
2/x  +  72/.,.4-i  +  52/;.+»  +  2/^+3  =  0, 
aus  der  sich  mittels  der  drei  Coefficienten 

2/0=1.     2/1  =  — 5,     2/2=18 
leicht  successive  alle  audereu 

2/3;   2/4.   2/6,    2/6,  ••• 
berechnen  lassen. 

§  18.  Die  Gleichung  (38)  werden  wir  eine  Gleichung  m^"'  Ordnung 
nennen,  wenn  sie  wirklich  2/j:  und  2/x+m  enthält,  so  dafs  man  aus  ihr 
yj;  als  Function  der 

^,    2/^+1.    2/^+a,   ■••,  2/x+m, 

und  yx+m  als  Function  der 

*■;    2/.0    2/->.  +  l,    •••)   2/x+m-i 

ausdrücken  kann. 

Falls  die  gegebene  Gleichung  (38)  y^  nicht  enthält,  so  ist  es  nicht 
schwer,  die  Gleichimg  durch  Verminderung  von  x  um  1  oder  2  oder 
3  u.  s.  w.  in  eine  gleichwertige  umzuformen,  die  «/^  enthält. 

Aus  diesem  Grunde  können  wir  uns  auf  solche  Gleichungen  (38) 
beschränken,  die  wirklich  2/j;  enthalten. 

Wir  nehmen  als  Beispiel  die  Gleichimg 

2y^  +  3z/2/x-  —  ^'2/x  =  a:. 
Mittels  der  Formeln 
^2/x  =  Vx+i  —  Vx     und     J'^y^  =  2/x+3  —  82/^+2  +  ?>yx+i  —  Vx 
wird  sie  auf  die  Gleichung 

32/X  +  2  —  2/x+3  =  X 

gebracht,  die  weder  «/x  noch  2/x+i  enthält. 

Indem  wir  x  durch  x  —  2  ersetzen,  erhalten  wir  die  Gleichung  erster 
Ordnung 

32/x  —  2/x+i  =  a;  —  2. 
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Dementsprechend  iiemieu  wir  auch  die  ursprüngliche  Gleichuug 
2y^  +  3z/)/;,  —  J'^y^  =  x 
eine  Gleichung  erster  Ordnung. 

Es    sei    nun    die    vorgelegte    Gleichung   (38)    »«'"  Ordnung.     Wir 
können  ihr  nach  Belieben  eine  der  Formen 

y:c+m=^{x,    yx,    Vz  +  l,    ••-,    J/x  +  m-l), 

oder 

y^  =  m{x,  t/^+i,  y^+2,  ...,  y^^,„) 
gehen. 

Dementsprechend    kann    man    das    System    (39)    durch    folgendes 
gleichwertiges  ersetzen : 

y„      =*(0, 2/0, !/,,  ■••,«/".-!),  y-i=ra(—l,  y«,     Vu     ■■■,  y,.,~i), 

y„+,=*(l,y,,f/2,  ...,?/„.)      ,  y_2=Gj(-2,  «/_,,  j/o,     ...,  y,,,_s), 

j/„+2  =  *(2,  «/„»/s, ...,  2/,„  +  i),  i/_3=üj(— 3,  2/_ä,  ?/-i,  •■•,  J/„.-s), 

ym+s='»(3, 2/3,2/4,...,i/,„+ä),  j/--4=e3(  — 4,  2/_3,  y-^,...,  y„,-t), 


(40) 


Die  Functionen  'S-  und  o  werden  wir  für  alle  betrachteten  Werte 
von  X  als  endlich  und  eindeutig  voraussetzen. 

Indem  wir  uns  zum  System  (40)  wenden,  sehen  wir,  dal's  wir 
alle  Zahlen 

sowie  die  Zahlen 

y-i,  y-i,  y-i,  y-i,  ••• 

successive  berechnen  können,  wenn  nur  die  Zahlen 

yo>  Vu   y2>  ■■■,  2/'"-i 
gegeben  sind. 

Diesen  letzteren  in  Zahlen 

Vo,    Vi,     y^.,    ■■■,     2/m-l 

aber  kimueii  wir  beliebige  VV'erte  geben. 

Folglich  läfst  die  Gleichuug  (38)  »m'"'  Ordnung  unendlich  viele 
Lösungen  zu  und  jede  dieser  L()suugen  wird  vollständig  durch  die  «/ 
willkürlichen  ( '  o  n  s  t  a  n  t  e  ii 

Vo,  yx,  2/l',  ■•■,   .'/."-i 
bestimmt. 

Dabei  inuf»  man  sich  ji'dui-li  der  Hcuicrkunij,  die  wir  betrefls  der 

Functionen  i^  und   a  gemacht  haben,  erinnern. 

Als  Beispiel  nehmen   wir  die  Gleichung 

{x  +  a)yx  —  (x  +  «  —  Dy^+i  =  0, 
in  der  a  eine  gegebene  Zahl   ])edeutet. 
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Indem  wir  x  successive  gleich 

0,   1,  2,  3,  ...     oder     —  1,   —2,   -3,  .. 
setzen,  erhalten  wir  aus  dieser  Gleichung: 
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2/i— „_i  2/o> 


a— 2 


a+l  a+l       a  a+1  a— 3  a— 3    a— 2  a— 3 

2/2=  -^  2/1=  -^  •  ;^ 2/0=  ,7z:i  2/0, 2/-2  =  ^^  2/-i=  ^^  •  ^=:t2/o=  ,^  2/o , 

a+2  a+2    a+l  a+2  a— 4  a— 4    a— 3  a— 4 

2/3=^2/2=^  •  ^i:i2/o=^=Ii  2/o;  ^-3  =  ^=^  2/-2=  ^1:3  •  „=12/0=^=1 2/o, 


2/- 


a;  +  <*  —  ^ 


2/0 ) 


a  —  1 
wenn  nur  a  keine  ganze  Zahl  ist. 

Folglich   hat  die  vorgelegte   Gleichung   bei   gebrochenem  a   un- 
endlich viele  Lösungen;  alle  diese  Lösungen  sind  iu  der  einen  Formel 

X  -\-  a  —  1 


2/x  = 


2/0 


enthalten   und   unterscheiden   sich   von   einander   nur   durch    den   Wert 
der  willkürlichen  Constanten  y^. 

Anders  verhalten   sich  die   Dinge,   wenn   a  eine   ganze  Zahl   ist. 
Hier  müssen  wir  zwei  Fälle  unterscheiden: 

1)  a=  1    und    2)   a  =  0; 
den  ersten  Fall  spalten  wir  noch  in  zwei  Unterfälle: 

1)  y„  +  0    und    2)  y,  =  0. 
Bei 

rt  =  1     und     2/j,  =j=  0 
werden  alle  Zahlen 

_    Vi,  y-i,  Vi,  ■■■,     sowie  auch     2/_i,  ?/_2,  «/-s,  ... 
gleich  -|-  00. 

Bei 

rt  ^  1     und     J/u  =  0 
giebt  unsere  Gleichung 

{x  +  a)y:,  —  {x  +  a  —  l)t/x+i  =  0 

zwei  ganz  getrennte  Systeme  von  Gleichungen,  nämlich: 


ys  =  -^yi  =  ^yi, 


y-3  =  ^y-2  =  3^-1, 


2/4=3-2/3  =  42/1,  \     vuid     2/_4  =  3  «/_3  =  42/_i , 

5 


2/5=42/4  =  52/i 

Markoff,  BifferenzeiiTechnuug. 


2/- 5 


4 
5 

4  2/-4 


52/- 1; 
10 
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deren  Lösung  sich  ebenfalls  durch  zwei  Formeln  ausdrücken  läCst: 

j/i  =  xy^     bei    a;  >  0 
und 

yx  =  —  xy—i     bei     a;  <  0 ; 

y^  und  _(/— i  kann  man  dabei  beliebige  Werte  geben. 

Auf  ähnliche  Weise  drückt  sich  die  Lösung  unserer  (ileichung 
durch  zwei  Formeln  aus  in  dem  Falle,  dafs  a  =  0  ist;  es  ist  nämlich 

yx  =  {pi  —  l)j/j,     bei     x>  \, 

yx  =  {1  —  x)y„    bei    x^\ , 

wobei  yg  und  y.,  die  Rolle  der  willkürlichen  Constanten  spielen. 

§  19,  Unter  den  verschiedenen  Differenzengleichungen  wollen  wir 
die  linearen  Gleichungen  näher  untersuchen,  d.  h.  Gleichungen  der  Form: 

Ärtjx  +  B^yx+i  +  Cxyx+i  + h  M^y^+m  =  Qx ,        (41) 

wobei  die 

Ax,     Bx,     Cx,  ...,     Mx,     Qx 

gegebene  Functionen  von  x  sind. 
Die  Functionen 

Ax,    Bx,    Cx,  ...,    Mx,     Qx,     j-     und      „ 

X  X 

setzen  wir  als  endlich  und  eindeutig  voraus,  damit  die  Lösung  der 
vorgelegten  Gleichung  (41)  vollständig  durch  die  Werte  der 

Vo,   Vi,   Vi,  ■■■,    >J'—i 

bestimmbar  ist  und  man  diese  letzteren  willkürlich  vorgeben  kann. 

De>'  Kürze  wegen  werden  wir  die 

Ax,    Bx,    Cx,  ...,    Mx 
Coefficienten  und 

Qx 

das  letzte  Glied  der  Gleichung  (41),  die  Gleichung  (41)  seihst  eine  voll- 
ständige nennen.  Wenn  $.r  =  0  ist,  so  ivird  die  Gleichung  (41)  eine  homogene 
Gleichung  genannt. 

Wir  wollen  jetzt  einige  elementare  Sätze  über  vollständige  und  über 
homogene  lineare  (ileichungen  beweisen. 

Es  seien  y'x  uixi  y"  zwei  jiarticuläre  Lösungen  der  (Jleichuug  (41) 
liinl   -[,.  iliic  Differenz,  so  dafs 

Axy'x  +  Bxy'x+i  +  CVy.'r+a  H h  Mxyx+m  =  Qx  , 

Axy\  +  ^^-yn-.  +  ^'2^+*  +  •  •  •  +  ^^'»"+".  =  '^- 


yi  —  y°  =  ^' 


ist. 
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Alsdaun  ist  erstens: 
A.iy:  -  ^«)  +  B4y'.+,  -  t/o^,)  +  •  •  •  +  l/.(2/;+,„  -  2/«+,J  =  0 
und  zweitens: 

y':c  —  y°  =  s'x,  y'x+i  —  »/°+i  =  z'x+i,  ■■■,  yl-+»,  —  2/°+„,  =  ^'r+«- 

Die  Differenz   zweier  Lösungen  der  Gleichung  (41 1    genügt    also 
der  ähnlichen,  aber  homogenen  Gleichung: 

Mit    anderen    Worten:    Jede , Lösung  y^    der  Gleichung   (41)    hann    als 
Summe 

yx^yl  +  2^ 

dargestellt  werden,  ivohei  y"  irgend  eine  particidäre  Lösung  dieser  Gleichung 
und  Zx  eine  Lösung  der  homogenen  Gleichung 

A:,0:c  +  BxSx+l  +   CUx+2  -] h  -M^T^x  +  m  =  0  (42) 

ist. 

Es  seien 

z'x,    z'L,    ^7,  ■■■,    4** 

particuläre  Lösungen  der  homogenen  Gleichung  (42),  so  dafs  wir  haben 

AxZ'x  +  -B.T^i+1  +  C:r^l-+2  + h  MÄ  +  ,n  =  0, 

■AxZ'x  +  BxZ'xJ^i  +  GxZx  +  -i  +   •  •  •  +  MxZx  +  m  =  0, 


Axz^^  +  i?..<*Vi  +  ^''xU  +  ■■■  +  *^-^.^+'"  =  0- 

Derselben  Gleichung  (42)  genügt  auch  der  Ausdruck 

^x  =  C'zx  +  G"zx  +  G"zx  +  •  •  •  +  C^^-^zf, 
in  welchem 

C,   C'\   C",  ...,  CW 

willkürliche  Constanten  sind,  da 


{     C'{AxZ'x-\ VMxZx+„)\ 

+  C"(Ax0x-{ \-MxZ':+„.) 

+cw(4/w+-+M.^;,„) 


AxiC'z'x  +  C"z:+---  +  C^'h^^^) 
+  BxiC%+,+  C"zx+i  +  ■  •• +C'*H+i) 

+M.(c>;+,„+c"^;+,„+-+c'<«^w^j_ 

ist. 

Wenn  /c  =  m  +  1  ist,  so  kann  man  den  Ausdruck 

Zx  ==  c'z'x  +  c"z:  +  G"'z:  +  ■•■  +  c('«+i)^^-.+i) 

gleich  Null  setzen,  unabhängig  von  x  und  für  solche  Werte  der  Cou- 

stanten 

C',  C",   0'",  ...,  C("'+», 

10* 


=  0 
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die  nicht  alle  gleich  Null  siud:  man  braucht  nur  dem  System  von  m 
homogenen  Gleichimgeu  ersten  Grades 

^0  =  c\'+  c'\'+  c"V'+  •••  +  c<"-+'W"+'>  =  0, 

^,  =  c>,'+  C'X"+  C'V'H 1-  C't"'+i'«i("'+«)  =  u, 

e^  =  CV+  C'V+  C"V"+  •••  +  C("'+»)^j<"'+"  =  0, 


mit  den  ni  -\-  1   Unbekannten 

C,   C",   C",  ...,   (7("'+" 
zu  genügen. 

In  der  That  sind  erstens  die  Bedingungen 

Zo  =  0,  2,  =  0,  ^2  =  0,...,  2,„_,  =  0 
notwendig  und  hinreichend  dafür,  dafs  der  Ausdruck  z^  auf  Grund  der 
Gleichung  (42)  für  jeden  Wert  von  x  Null  wird,  und  zweitens  läfst 
das  System  von  m  homogenen  Gleichungen  ersten  Grades  mit  (w  +  1 ) 
Unbekannten  unendlich  viel  solcher  Lösungen  zu,  bei  denen  nicht  alle 
Unbekannten  gleich  Null  sind. 

Folglich  sind  alle  (»»  +  1)  Lösungen 

Sj,     Zr",    ...,     ^^x""',     ^:r<"'+" 

der  linearen  homogenen  Gleichung  (42)  w*®'  Ordnung  durch  die    eine 
(oder  a\ich  mehr  als  eine)  lineare  homogene  Beziehung 

C'z;  +  6'"r;  H }-  C""+"«]"'+"  =  0 

verbunden,  wobei 

C,   C",  ...,   (7("'+" 

von  X  luiabhängig  und  nicht  alle  gleich  Null  sind. 

AA'ir  unterscheiden  nun  zwei  Fälle,  je  nachdem  die  Determinante 


^0  » 


"i    j 


^m— 1 }       ^m—1 1 


m — 1 


(43) 


Null  wird  oder  nicht. 

Wenn  die  Determinante  (43)  in  Null  übergeht,  so  sind  unsere 
m  Lösungen 


• ,    *j 


(in) 


der  Gleichung  (42)   durch    die   eine   (odiT   ;iucli    durch    uiclir   als    eine) 
lineare  homogene  Beziehung 
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c'z:  +  G"s;'  +  •  •  •  +  c'C'O^i"')  =  0 

verbunden,  wobei  die 

G,  C",  ...,   (7("') 
aus  den  Gleichungen 

C'z;    +  c"äi"    h h  cc")«/'"'  =  0, 


(44) 


(7'4_:  +  c"^;;,_i  +  •  •  •  +  c('»)«<-i,  =  0 

bestimmt  werden  und  nicht  alle  gleich  Null  sind. 

Wenn  aber  die  Determinante  (43)  nicht  gleich  Null  ist,  so 
sind  die  Lösungen 

^;,  2.r",  ..•,  Sj-'"^ 

durch  keine  lineare  homogene  Beziehung  (mit  constanten  Coefficienten) 
verbunden,  da  in  diesem  Falle  das  System  (44)  keine  andere  Lösungen  als 

C"  =  C"  =  •  •  •  =  C'"'  ==  0 
zuläfst. 

Die  Lösungen  der  Gleichung  (42),  die  durch  keine  lineare  homogene 
Beziehung  (mit  constanten  Coefficienten)  unter  einander  verbunden  sind, 
verabreden  wir  uns  zur  Abkürzimg  von  einander  unabhängige  Lösungen 
zu  nennen. 

Wir  erinnern  uns,  dafs  man  bei  der  Lösung  der  Gleichung  (42) 
willkürlich  die  Werte  der 

^oj   ^:>   ^2>  •  ■  • )   ^"1—1 
vorgeben  kann. 

Daher    kann    man    zwischen    den    Lösungen    der   Gleichung  (42) 

immer  m   von  einander  unabhängige   Lösungen   wählen;   man   braucht 

nur  den  Gröfsen 


K, 

<,            ■  ■ 

.,      V'") 

<, 

<,            ■  ■ 

.,      .,('") 

S'm- 

1> 

Z'm-l,     ■  ■ 

■>      'm  —  1 

solche  Werte  zu  geben,  dafs  die  aus  ihnen  gebildete  Determinante 
nicht  Null  wird;  dann  erhalten  wir  m  von  einander  unabhängige 
Lösungen 

Zx  }      ^X     !      •   •    ■  >      <^X      '  ■ 

Es  seien  nun 


Zx  ,     Zx    , 


■  ,     "x 


äJ«) 


von  einander  unabhängig;  dann  mufs,  wie  wir  aus  dem  vorhergehenden 
wissen,  jede  neue  Lösung  Zx  der  Gleichung  (42)  mit  den 
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tluich  die  liueare  homogene  Beziehung 

Czr  +  C'z,  +  C"z:  +  •  ■  •  +  C'"''4""  =  0 
verbunden  sein;  die  Coefficienten 

C,   C,    C",  ...,   C'("') 
sind  dabei  von  x  unabhängig  und  nicht  alle  gleich  Null. 

Hier  kann  C  nicht  gleich  Null  sein,  da  sonst  die  Gröfsen 

durch  die  Relation 

C'^x  +  C"z:  +  ■■■  +  CC")^^'")  =  0 

verbunden    wären,    was    unserer    Voraussetzung    widerspricht.     Somit 
kann  man  aus  der  Relation 

cz,  +  c'^;  +  c"z:  +  •  ■  •  +  c«"')«'"')  =  0 

Z:c    durch    die   z'x,  z'i,  .-.,  ä^'"'    ausdrücken    und    zwar    in    Uestalt   der 
linearen  Function: 

Folglich  kamt  man  jede  Lösung  der  linearen  Jioniogenen  Gleichung  (42) 
»»'*"  Ordnung  linear  durch  vi  beliebige,  von  einander  unabhängige  Lösungen 

derselben  Gleichung  ausdrüclien. 

Mit  andern  Worten:  Alle  Lösungeti  der  Gleichung  (42)  sind  in  der 
einen  Formel 

z.  =  c'^;  +  c"^;'  +  •  •  ■  +  c<'">-f ' 

enthalten,  in  der  die  Constanten 

c,  c",  ...,  c''») 
beliebige  Werte  haben. 

Wenn  dabei  die  Werte 

^n>    ^1)     '2  7    •  •  •  J     '"1  —  1 

gegcl)eii  sind,  so  .sind  die  entsprechenden  Werte  der  Constauten 

c,  <!',...,  c("'> 

vollständig  durch  die  Gleichungen 

z,  =  c  <       +  ö'<      +■■■  +  c('")^o<'"), 
z.^cz:       ^-c'z,"      +...  +  c<"'V"), 

r„._,  =  c'4-i  +  «-'"-"'.-i  +  •  •  •  +  c("')£i;'i, 
bestimmt. 
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Indem  wir  weiter  zu 

CZx  +  c  zi  + f-  c('">^(."'> 

irgend  eine  particuläre  Lösung  2/°  der  Gleichung 

A-xllx  +  B^y^J^i  +  ■•■  +  M:,ljx+,n  =  (Jx  (41) 

liinzuaddieren,  erhalten  wir  den  allgemeinen  Ausdruck 

y.r:  =  vi  +  c'z'x  +  c"^;'  H h  cC")^'") 

für  alle  Lösungen  dieser  letzteren  Gleichung  (41). 

§  20.  Wir  wollen  jetzt  zeigen,  da/s  man  mittels  der  m  von  ein- 
ander unabhängigen  Lösungen 

der  homogenen  Gleichimg  (42)  die  Lösung  der  vollständigen  Gleichung  (41j 
auf  eine  Sunimation  zurücJcführen  hann. 

Zu  diesem  Zwecke  dient  die  Methode  der  Variation  der  willkür- 
lichen Constanten,  die  von  Lagrange  ersonnen  worden  ist  und  in 
folgendem  besteht. 

Wir  ersetzen  im  Ausdrucke 

Sx  ==  CZx  +  C'z'x  H f-  C(""2["') 

die  Constanten 

iy    ,        l^       ,        .    .    .   ,        V 

durch  Functionen  von  x: 

(•'     r"  r'"') 

und  setzen 

yx  =  c'xz'x  +  c'xZ'x  H h  c("''2f ). 

Auf  diese  Weise  führen  wir  statt  der  einen  unbekannten  Function  y^ 

die  m  neuen  unbekannten  Functionen 

r       r'  A'"^ 

f^X)    t-i)    •  •  • )    ^^ 

ein. 

Wir  verfügen  nun  so  über  sie,  dafs  gleichzeitig  mit  der  Gleichung  (41) 
auch  die  folgenden  m  —  1   Gleichungen  befriedigt  werden: 


yx+i  =  cxz'x+i  +  c.;>.;:+i  h \-  c'^^-hO'^^, 

m) 

c  +  2' 


yx+2  =  CxZx+2  +  CxZx+2  -\ h  ct"'^4"? 


yx  +  m-l  =  c'xZx+,n-l  +  c'xZ'x  +  m-l  -| h  4""4+m-l  " 

Unter  Berücksichtigung  unserer  Forderungen  und  Einführung  der 
Differenzen 

zJCx  =  Cx  +  i—Cx,     JCx=Cx+i  —  Cx,   ...,      Z/Cf'  =  <4c^'"|j  —  C^'">, 
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finden  wir  successive: 

yx+2  =  c;+,«;+ä  +  c;'+ir;+2  h f-  4+,4'+2 

z':,j^^jc^  +  2;'+2^c.;'  H \-  ««j'i^z/cfj")  =  0, 

=  c;^;+,„  +  -  +  c("')4'::^,„  +  «;+«^c;  +  •  •  •  +  ^'"^„^e) 

und  endlich 


= Jf,(ir;+„^c;+  -  +^2l„z/c(;") 


+  j/,(5;+„.^c;  +  •  •  •  +  ^st,„^c<;o) 

Folglich  reducieren  sich  unsere  Forderungen  auf  die  m  Gleichungen 

z.+i^c':,  +  «;'+i^c;'  -\ f-  zfl^Jcf-;;-^  =  0, 

^.;+2^c.;  +  «;+2^c;'  -\ f-  4'üJ.j^c^"'>  =  o, 

.2;+„._iz/c;  +  «;'+,„_iz/c;  h \-  4't,„_,'^c(;")  =  o, 

aus  denen  man  die 

bestimmen  kann. 

Es  bleibt  luis  nun  noch  übrig,  willkürlich  die  Werte  der 

c  '    c  "  c  *'") 
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zu  geben  imd  di;rch  Summation  aus  den  Differenzen 
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Z/Ci,        ^C':^, 


J(Am) 


die  Werte  der 


^X  j    ^X  }     •   •    • }    ^c 


zu  berechnen. 

Es  ist  nicht  schwer,  sich  zu  überzeugen,  dafs  sich  alle  Lösungen 


der  Gleichung  (41)   mittels  der   neuen   un 
drücken  lassen  durch  die  Formel 


abhängigen  Variabein  t   aus- 


Vx 


t—x 

■2- 

(=0 


Zt  +  1, 


^t  +  m  —  l)     Zl  +  m—l) 


^x, 


Sx 


^(  +  1, 


'      ■*<  +  ! 


''(  +  »1  —  1 


'     *(  +  l 


.y(m) 
'     ~(  +  m  — 1 


itf,  ^ 


•2'<+m  — 1,     ^<4-m  — 1) 
+  C'^;  +  C"i'.';   + 1-  C<"')4!(;") 

Hier  sind  die 

c  ,  c",  .  .  .,  c("'> 

wie  früher  willkürlich  und  das  Summenzeichen 

2 

1  =  0 

bezieht  sich  auf  die  Variable  t,  die  successive  die  Werte 

0,  1,  2,  ...,  x-1 
erhält. 

Als  Beispiel  nehmen  wir  die  Gleichung 

^%  =  Qx. 
Wir  können  in  diesem  Falle 

s'x  =  l,    4'  ==  a; ,    z'^'  =  x(x  —  1) 
setzen;  dann  giebt  ims  Formel  (45): 


(45) 


*)  Natürlich  für  a;  >  0. 
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l,  t+l,  (t+  l)t 
!l,  /  +  2,  (<+2)(/+l) 

IJjc^  c  -\-  c  x-\-  c    x{x  —  1  I  +   > 


(=0 


=  c  +  c'x  +  c"x ix-l)  +  ^ (.-t-XH.-t-,)  ^^ 


1,  <+l,  (<+!)< 

1,  t  +  -2,  (t  +  2)it+l) 

1,  <  +  3,  (t  +  3){t  +  2) 

l  =  x 

(x  —  t—l)(x  —  t  — 


1  =  0 

=  C  +C  X-^c    x(x  —  l)  +  ' ^2 ^0  +  1 ■  öi+-  +$x-3 • 

Aus  der  Gleichuug 

leiten  wir  imdererseits  successive  ab: 

T  X  r 

^'Vx  =  d'  +2  ^.>^ ,    ^y^  =  d"  +  d'x  +2'  (2'  ^^0 

0  0  u  ■ 

und  endlich 


0  \     0  0 

wobei  (/',  d" ,  d'"  constante  Zahlen  bedeuten. 

Folglich  wird  die  Diflereuz  zwischen  der  dreifachen  Summe 

X  /       X  X  \  X  x  x 

n        \   0  0  /  0         0  0 

und  der  einfachen 

(  =  0 

auf  ein  dreigliedriges  Polynom 

.'/  +  //"•'-  -\-  <i"->:{x  —  \) 

zweiten  Gratles  von  x  gebracht. 
Die  Coefficienten 

ü,  <j"i  9" 

dieses  Polynoms  sind  gleich  Null,  dn  bei 

X  =  U,    1    und    2 
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die  beiden  Summen 

0  0  0  (=0 

Null  werden. 

Folglich  ist 

0  0  0  '=0 

In  derselben  Weise  gelangt  mau  auch  leicht  zu  der  allgemeinen 
Formel 

2j    2j    ■■■  2j^^-  ^2j  1.2.3...(m-l)  ~  ^" 


);;  Mal 
die  zur  Umformung  der  w^-fachen  Summe 


22'-2<i- 


0  0 


m  Mal 
in  eine  einfache  dient. 
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Zwölftes  Kapitel. 
Lineare  Differenzengleichungen  erster  Ordnung. 

§  21.    Jeder  linearen  Di/ferensengleiclmng  erster  Ordnung  Jcann  man 
die  Gestalt  geben: 

Vx+i  —  P^yz  =  Qx,  (46) 

wobei  Pj.  und   ^.^  gegebene  Fimctionen  von  x  sind. 

Wir  dividieren  beide  Seiten  der  Gleichung  (46)  durch  das  Product 

.r  +  l 

£  log  P, 
P,P,P, .  .  .  P,-^P,  =  e  » 
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setzen  weiter  zur  Abkürzung 

(47) 


lind  erhalten: 


Folglich  ist 


-SlogP, 

PoPr 

.  .  .  Pz-X 

=  e"             = 

Zx 

Vz 

P„JP. .. 

•■Px_x~"'' 

Uz 

+  1  — «x  = 

^z+1 

X  ^"^      x  +  1 


und 


Qx 


j/.  =  j/o5.  +  ..V^.  (48) 

Auf  diese  Weise  haben  wir  die  Lösung  der  linearen  Gleichung  (W) 
erster  Ordnung  mittels  der  Formeln  (47)  und  (48)  auf  eine  .Summatiou 
zurückgeführt. 

Wir  bemerken  dabei,  dafs  der  von  uns  gebildete  Ausdruck 

Z.,  =  P,P,  .  .  .  Pz-l 

der  linearen  homogenen  Gleichung 

2x  +  l  —  PxZx  =  0 
genügt. 

§  22.   Betrachten  wir  nun  einige  Klassen  der  linearen  Gleichungen 
(46)  erstei-  Ordnung  im  einzelnen. 
Zuerst  nehmen  wir  an,  es  sei 

P.r  =  einer  constanten  Zahl  P. 
In  diesem  Falle  ist 

r      =    Px. 

~x   -i      ) 

Formel  (48)  giebt  also: 

.r 

Als  Beispiel  nehmen  wir  die  Gleichung 
indem  wir  die  Bedingung 


ijz+i  —  „yx  =x'; 


hinzufügen,  wollen  wir  yioo  berechnen. 
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Wir  setzen  in  der  soeben  erhaltenen  Formel 

P=i,     2/0  =  0,     Q.=x' 
und  finden 

y.  =  2^1 2^2^^^  =  ^1  {2-(^—  2(2:r  +  1)  +  8)  -  6} 

0 

=  20^^-8^  +  12-^, 
woraus 

2/,o„  =  19212-^4 

folgt. 

Wir  haben  mit  Absicht  ein  Beispiel  genommen,  in  welchem  sich 
die  Summe 


n 
leicht  berechnen  läfst  und  der  Sinn  der  Formel 

klar  ist.  " 

Jetzt  wollen  wir 

_      a:  +  «  +  m 

setzen,  wobei  p,  a  und  m    constante  Zahlen  und  »i  aufserdem    eine 
positive  ganze  Zahl  sein  möge. 
Dann  ist 


(a  -\-  m)  {a  -\- m -\- 1)  .  . .  {a  -\- X  —  1)  (a  -\-  x)  .  .  .  (a  -\-  x  -\- m  —  1)     ^ 
^^^  ^  1)  („  ^  2)  .  .  .  (a  +  J»  —  1)  («4  " 

{x  -\-  a)  {x -\-  ee -\- 1) . .  .  (x -\-  a  -\- m  —  1) 


^"^  a{«  +  l)(a  +  2)...(a  +  j»— !)(«  +  »»)  ■• -(«4-3;— 1)         ^ 


a{a  +  l)...{a  +  m—l)  -^ 

und 

^       {x  +  a){x  +  a  +  l)...(x  +  cc  +  m  —  i) 
y^"       ^0  a{a  +  l)...{a  +  m—l)  ^ 


+  (x+a)(x+a+l)...(x-{-u-\-m-i)p''  'V ~ zir,- 


y^-+'  -  S^l  2/^  =  1  +  (2^  +  3)  (2:r  +  5)  (-  1)^; 


Als  Beispiel  nehmen  wir  die  Gleichung 

2x  +  5 

indem  wir  die  Bedingung 

2/o  =  l 
hinzufügen,  stellen  wir  uns  die  Aufgabe,  2/75  zu  berechnen. 
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In  diesem  Falle  ist 

P  2X  +  5         ^+2+^  ,  1  „ 

^-  =  2x  +  l  = r-'    P^^'    "  =  -->'    '"  =  2, 

^+2 
Q.  =  l  +  (2x+-d)i2x  +  b){-iy,     2/„=l, 
folglich 

(75  +  i)(76  +  |)  (^  ^  . 


">        '2 


^  ('+f)('+l) 


151.153  _j_  151_1M  j|_  ^2^  _^  4j-  151.229  -3457<1. 


3 

Es  sei  weiter 


P.=P      "  +  " 


wobei  p,  a  und  jm  die  früheren  Werte  haben  mögen. 
Dann  ist 

a(a  -|-  1) .  .  .  (a  -|-  m  —  1) 


Zx 


(a;  +  a)  (x  4-  a  +  1) . . .  (X  +  a  +  w  -  1) ' 


und 

K(a  +  l)...(tt  +  w  — 1)         ^ 

2/-^  —  2^0  ^a;  q.  „)  (a;  _|.  „  _|.  t) . . .  (a,  +  „  +  ,„  _  1 )  i' 


V (a;+«+  l)...(x+«+»0   /^.  (,). 


'   (x+a)(x+a+l)...(x+a+m— 1)^ 

0 

Als  Beispiel  nehmen  wir  die.  Gleichung 

.    3x+  1       x+l 

^■'^  +  '  +  3^  7  ^'-^  ~  3x  +  4 ' 
und  finden 

2/^  =  (3.t^;S+4)  +  (3x  Ä51  +  ^)  2  (' "  +  "^  (■'•  +  ^)  (- ^)^"'' 

0 

8a'  +  7x  +  2  +  (8yo-  2) (-  if 
°°^  2(3x  +  l)(3x  +  4) 

Wenn  Pr  gleich  dem  Producte  aus  einer  Coustauten  /)  und  einigen 
Factoreu  von  der  Form 

X  4-  a  +  »H  ,  X  +  « 

— —.  -'--       und     — i—  T 

ist,  so  wird  Zj^  gleich  dem  Producte  ans  )y^  und  einigen  j'^ictoreii  von 
der  Form 

(x+a)(x  +  a+l)...(x+tt  +  w  — 1^  .  a(a  +  l)...(o  +  m  — 11 

"o  («  +  1) .  . .  (a  +  111-1)  (X  +  «)  (X  +  a  +  1) . . .  (X  +  «  +  Hl  -  1)  ■ 
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Zum  Beispiel:  Der  Gleichung 

2x-\-  7      303+1         ^ 

entspricht 

(2a; +  1)  (2a; +  3)  (2a; +  5)        1 

Zx  =  


1.3.5  3a;  +  l 

und 

(2a;+l)(2a;+3)(2a;+5)     y„       ,    (2a;+l)(2a;+3)(2.<;+5)  -y  3x  +  4      

^^~~  1.3.5  Sx+l"*"  3a: +  1  ^  (2a;+3)(2a;+5)(2x+7) 

0 

_  (2a; +1)  (2a; +3)  (2a: +  5)  ;         a_  ^^\  _  (2  a;  +  1)  (12  a- +  17) 
~  120(3a;  +  l)  ^PVo-r^^)  8(3a:  +  l) 

Bemerkenswert  sind  auch  die  Gleichungen  von  der  Form: 

yx+1  —p'yx=p    '     Qx-, 

für  sie  giebt  Formel  (48 j; 

xjx-l)  xlx  —  l)    ^ 

yx=yoP     ^      +P     ^      ^Q^- 

0 

Unter  den  Differenzengleichungen,  die  auf  lineare  Gleichungen 
gebracht  werden  können,  weisen  wir  auf  folgende  hin: 

Axyx+iyx  + B^tj.,+i  + C:,y:c=^0,  (49) 

worin  die 

gegebene  Functionen  von  x  sind. 

Um  Gleichung  (49)  auf  eine  lineare  zu  bringen,  genügt  es,  all 
ihre  Glieder  durch  das  Product  yx+iyx  zu  dividieren  und  dann  statt 
yx  eine  neue  Function 

""^  =  1 
einzuführen. 

§  23.     Wir  wollen  uns  jetst  mit  den  Gleichungen 

yx+i,t+i  —  ax,iyx,t+i  =  hx^tyx+k,t  (50) 

beschäftige» ,  die  swei  unabMngige   Variable 

X   und   t , 
swei  gegebene  Functionen  von  x  und  t: 

üx,,   und   bx,, 
und  eine  unbekannte  Function 

y^,< 

enthalten. 
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Hier  bedeutet  k  irgend  eine  bestimmte  positive  ganze  Zahl.  Den 
Variabein  x  und  t  werden  wir,  aufser  Null,  nur  positive  ganz- 
zablige  Werte  geben. 

Bei  dieser  Beschränkung  ist  (Jleichung  (50)  gleichwertig  mit 
folgendem  System  unendlich  vieler  linearer  Diö'erenzengleichungeu 

yx+i,2  —  ax,iyx,i  =  &j-,iy^+i.i, 


Aus  diesem  System  kann  man,  bei  gegebenen  Werten  der 
«/a,o,    ?A  +  i,u,    yk+2,0,  ■■■     und     j/ü,i,   2/0.2,    2/u,3,  ■•■ 
successive  die  Hx,i,  ?/j-,2,  .Vr,3  •••  bestimmen: 

-^  ''ü,oai,o--flx,u 

2/x,2   =  2/0,2^'0,i«l,l    •••  «x-l,I    +   «0,1«I,1   •■•  M.r-I,l  "V-^    '•iÜi+i'»— 

^  «0,l«l,I    ■•".,1 

yx,i  =  2/0,S«0, 201,2  .  .  .  Ox-1,2   +   rtu,20j,-.'  •  •  •  «x-1,2  ^        '•'•1?^-_^J_  , 

Den  üröfsen 

yk,o,    »/*  +  i,o,    «/x  +  2,o,  ...     und     j/p,,,    2/0, ä,    2/0,3,  ••• 

kann  man  beliebige  Werte  geben. 

Als  Beispiel  nehmen  wir  die  Gleichung 

yx+1,,+1—  pVx.i+i  =  qyx+i.,, 
in  der  p  und  q  constante  Zahlen  sind;  wir  fügen  die  Bedingungen 

0  =  2/1,0  =  ^2,0  =  2/3,0  =  ••■,     1  ==  2/0,1  =  2/0,2  =  2/0,3  ==  ■•  • 
hinzu  und  finden  in  diesem  Falle  successive: 

yx,i=P%     «/^,2=i)'(l  +  a;3)=2>'^(l  — g+  >x  +  1)3), 

2/x,3  =  p^  +  p^2  (r/  +  Cr  +  1)2«)  =r  ( 1  +  ^'i  +  -'f-^  9*1 

0 

=  i'^  1(1  -  '/V'  +  2'?(l  -  (7)  +  r  +2'  (^^  ~  3'5  +  ix+  2,9»)) 

=  ;^-  (d  -^i^  +  (.^^  +  2)3(1  -  3)  +  (-_iJ).(^H,l)  <^j 
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und  allgemein 

(  _,     ,  ,    x{x  +  l)    .,    ,  ,    a:(.B  +  l)...(a;  +  <  — 2)     ,     ,  ] 

(a:  +  t-l)(.x  +  i-2)...(a;  +  l)         1 1 

"•"  1  .2.3... (i—l)  ^         1' 

%rTf       ,    /      ,    ,N    9    ,  ,    (a;  +  l)(x  +  2)...(a;+«— 1)    ,1 

z/.,,+i  =  i'"  +  r^  [ 5  +  («  +  O^r  +  ■  •  ■  +        i.^..(i-i| —  '?  j 

0 
0 

=  K  j(l-'7)'+(:t-+0'2(l-5y-'+  (-^^-^- ')  5=(i_,^y-.+  ... 

Zu  denselben  Resultaten  können  wir  auch  auf  einem  anderen  Wege 
gelangen. 

Zu  diesem  Zwecke  führen  wir  zwei  neue  unabhängige  Variable 


D'O^ 


§    und    j^ 
eiu  und  bilden  den  Ausdruck 


(:=CO    X  =  O0 


+   2/0,2'/"   + 


Indem  wir  F(|,  }])  mit  1  — ^il  —  q')i  multiplicieren  und  die  Gleichung 

y.i+i,t+i  —  pyx,i+i  =  q>jx+i,i 

sowie  auch  die  Bedingungen 

0  =  2/1,0  =  2/i,o  =  2/0,0  =  •••     und     1  =  ?/o,i  =  ?/o,2  =  j/o,3  =  ■  •  • 
berücksichtigen,  erhalten  wir: 

[1  -  Pi  -  qn]  m,  V)  =  (1  -i'l  -  2'?)2/o.o  +  '^^f  S 

Markoff,  DiffereuzenreclinuDg.  11 
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woraus  sich 

ergiebt. 

Indem  wir  weiter  den  Bruch 

1  — 5»;\  l  —  qTjl        \  1  —  31/ 

nach  steigeudeu  Potenzeu  vou  |  uud  ij  eutwickelu,  erhalteu  wir: 

F(ln)-yo,o  +  y-^ tL^- 

jlLj  i—n     {l—qrif 

X=  OD 

—  „         I    ^^/  ^  I       (1  — g)»?       I     (1—9)''?''     I        \„,,-rS:x 

=  ^0.0  +f  2V !  ^^tJM:^^')  ,'->+ ... +(1-,)'-  ]  1^,/. 

Auf  diese  Weise  kommen  wir  zu  dem  irühereu  Resultat 

,i(i    I  I   x(x-\-\\    o  ,  ,    a;(a;+ 1) ...  (a:  + 1  —  ■.M    ,    ,i 

?/-,( =r { 1 4-  xfj-  +  ^^-^  g- H \-  ^  T.2...(t-i) —  "■'    ) 

=  i^^l(l  -  2)'-'  +  (a-  +  <  -  l)ff  (1  -  g)'-^'  +  • .  • 

(a!  +  t-l)(x  +  <-2)...(x+l)  , 

■*"  1.2. ..(«-!)  ''       )■ 

Als  zweites  Beisjuel  lu-hmcn  wir  die  Gleichung 

und  fügen  die  Bedingungen  hinzu: 

l=y-i,o=y*+i,o=2/*+si,o=J/*+s,o=-..   und    ()=yo,i=yo,s=J/o,3  =  J/o,4=---. 
Die  successive  Summatiou  giebl  in  diesem  Falle 
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"V,            ,        x{x  +  2k  —  l) 
2/x, I  =  a; ,        2/^,3  =^  {x  +  /,)  = ^ , 

0 

_  yj  [x  +  k){x  +  3k-\)  _  -y  j  (■«  +  37c)(a;  +  3fc-l)  _;,/   _j_3;._  jj  1 
0  u 

_  {X  +  3k){x  +  3k—  l)(a:  +  3Ä:  —  2)  _  ,  {x  +  Sk  —  l)(x -\- 3k  —  2) 
2.3  '  2 

x{x  +  3k  —  l)ix-\-3k  —  i) 


2.3 


y 


'^,i=2 


[x  +  k){x  4-  4fc  —  l)(a:  +  4fc  —  2) 
2.3 


0 


■^  ( {x  +  ik){x  +  4fc  —  1) (x  +  4fc  —  2)        ,  (a:  +  4fc— l)(a  + 
=^    1  273  '^  2 


4A;  — 2) 


_  (a:+4fc)(a:+4fc— l)(a;4-4Z.-— 2)(a:+4fc— 3)  _  ,  (g;+4fc-l)(a;+4/c— 2)(a;+4fc— 3) 
~~  2.3.4  -«  23 

_  a:(a:  +  4fc  —  l)(a:  +  ik  —  2)(a:  +  4^  —  3) 
~  2.3.4 

und  allgemein 

x{x-{-kt—r){x-\-kt  —  ^)...{x-\-lt  —  t  +  l) 
y^^'—  l.2.3...t  ' 

■^  (X  +  k) [x  +  ;.-(  +  fc  —  l)(a:  +  fct  +  ^^  —  2) . . .  (x  +  fct  +  A-  —  t  +  1) 

yx,i+^  —  ^  1.2.3...* 

0 

_   s^  \(x+kt-\-k)  ..{x+kt+k—t+X)       ,{x-\-kt-\-k-l)...{x-\-kt-\-k—t-\-\)', 
^  j^\  1.2...t  1.2.3...(«— 1)  1 

0 

_  (X  +  Ät  +  Ä) .. .  (X  +  7c«  +  fc  —  i)  _  ,  (x  4-  fcf  +  fc  — l)...(x+A;t  +  fe  — i) 


1  .2  ...«.(«+ 1)  1.2...« 

x(x-{-fc«4-  D  —  l)(x  +  A:((+  D  — 2)...(x4-^«4-  D  — () 

1  .2. 3. ..«.(«  +  !) 

Auf  Grund  der  Lösungen  der  Gleichungen  von  der  Form  (50) 
können  wir  schliefslicli  einige  Functionen  von  zwei  unabhängigen 
Variabein  in  Reihen  entwickeln. 

Auf  diese  Weise  leitet  man  leicht  die  Formeln  ab: 

log(i— l)(l-7j)       ^^  ■^i-2.3...x.i.2.3...« 


|lj  — I  — 7) 

i=0    /=o 


V    y^l-2-3...^-l-2.3...« 

tiiLl    ^     1.2.3...(x  +  «  +  l)    ^     ' 
.=0     /=0 

=  1  + 1  (I  +  i?)  +  ^3  (21^  +  u  +  2r)  +  -. 


und 

11" 
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i-  _  *  —       _ 

(l-£)     ^+{1-V)     '   _  V    V1.3.5...(2a;-l).1.3.5...(2t-l).,,    , 
»  1  ^    ^  •2.4.6...(2x  +  2t)  ^^' 

die  von  Hermite  iu  .seiuem  „Cours  d'Aualyse"  gegeben  wordeu  sind. 
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Lineare  Differenzeiiglcicliuiigeii  mit  constautcii  Cüeflificuteii. 

§  2-t,     Ehe  wir  zur  Lösung  der  linearen  Gleichungen 

Ay^  +  By,+i  +  Cy.+o  +  By^+i  -\ \-  My^+,„  =  Q^     (51 ) 

mit  deti  constanten  Coefficienten 

A,  B,  C,  D,  ...  M 

schreiten,  wollen  wir  eine  sehr  einfache  Identität  ableiten. 

Zu  diesem  Zwecke  betrachten  wir  das  Resultat,  das  sich  ergiebt, 
wenn  wir  in  dem  Ausdrucke 

Aux  +  -B«<.t+i  +  Cux+2  +  -D((x4-3  +  ■  ■•  +  Ml(^^,n, 
den  wir  mit  dem  Rynibol 

bezeichnen  wollen,  für  v^  das  Product  ^^w^  substituieren. 

Hier  bedeuten  |  eine  unbestimmte  Coustante,  n^  und  vo  aber 
Functionen  von  .r. 

Mit  Hilfe  der  eingeführten  Bezeichnung  kann  man  die  Gleichung  (51) 
in  der  Form 

ß(j/x)=<?. 

darstellen. 

Indem  wir 

"x  =  i-'  «V 

setzen  und  die   l)iH't'ri'iizen 
^10^  =  »IV +1  —  "V  , 

zJ-tVi  =   ^»G+l   —   Jtl's  =  ?<'.r48   —  2?(V^.i    -{-    lt\,  , 


J"'U\  =•  z/"'-'«'x+,  — J"'-'«V  =  UU  +  m—   "'   U'z+m-l  H +  »<x 

einfuhren,  finden  wir  die  Gleichungen: 
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«x+2  =  l"+^2t'.+2  =  r+-(Wx  +  2Jtv,  +  z/^it;,), 

Ux+3    =  g-'  +  ^'eCa^+S  =  ^''  +  ^(«'x   +  3^«',,   +   '5z}"lC:c  +  ^^Wx), 

imd  somit 

=  IM^  +  ^?  +  er  +  ^5' +  •••  + -a^i'")«^'- 

+  r+i  {B  +  2C'|  +  3Df  -\ 1-  mMl"'--']^tv^ 

2(7+3.2Z»H h»«("'-l)^^b"'^'}^ 

+  r+3J3.2Z)-l h  }H(m-l)(w  — 2)21/|"-3|j-^ 

+  r+"'m(w  -  l)(m  -  2)  . . .  2ili  j^^T^T^ ■ 

Deiunacli  ist: 

z/'w 

wobei 


9©   =  ^  +  51  +  tV  +  DV  +  -.-  +  MI'", 

TqpC 
dl 

!> 
dl 


9'©  =  ^  =  ^  +  -C'g  +  3Z)|^'  +  .  •  •  +  mM|"'-S 
«P"(l)  =  ^  =  2(7  +  3 .  2Z)|  +  ■  •  ■  +  m  (m  -  l).¥|'"-2 , 


,,("0(1)  =  ^^  =  ,„(,«  _  1)  (,w  —  2) . . .  3 .  2  Jf 

ist. 

Neknieu  wir  jetzt  an,  dafs  §  eiue  der  Wurzeln  der  Gleichung 

•P®  =  0, 
und  zwar  eiue  2- fache  Wurzel,   sei. 
Daim  ist 

«P(l)  =  «P'(l)  =  «?"©  =  •••  =  9"-'m  =  0 
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und  somit 

J'w  /i'"w 

ii{%'iv.)  =  5^+''p"'(S)ro:^  +  •■•  +  5'+'>*""a)  ,.a.3^m' 

so  dals,  weua  ii^  eine  ganze  Function  ((' —  1)"°  oder  niedrigeren  Grades 

von  X  ist, 

Sl(X"Wx)  =  0 
wird. 

§  35.     Infolge  dessen  können   wir,  wenn   wir  alle  AVurzeln    der 

Gleichung 

9(1)  =  ^  +  L'|  +  er  +  ■  •  •  +  Ml'"  =  0  (53) 

und   ihre  Multiplicität  bestimmt  haben,  ni.  von  einander  unabhängige 
Lösungen  der  linearen  homogenen  Gleichung 

Az,  +  Bz,+,  +  Ce,+2  +  ■■■  +  Mz,+„.  =  0  (51') 

bilden. 

In  der  That,  wenn  die  Gleichung 

A-i-JJl  +  C^'  +  i>|'  +  •  •  •  +  ü/r  =  0, 

/j   Wurzeln  |,, 

i.^  Wurzeln  §,, 

ü  Wurzeln  |t. 
hat,  wobei 

von  einander  verschieden  sind  und 

h  +  '2  +    ■  ■  +  '*  =  »» 
ist,  so  läfst  die  Gleichung 

Az^  +  Bz^+i  +  Czz+2  H h  Mzx+„,  =  0 

nach  dem  Vorhergehenden  die  folgenden  Lösungen  zu: 

"x  — 5,,  -.r— a;§,,^x ^2    5i,  .-,      ^^" i72...(,-,-i) *!' 

_j(.,+i)  =  tx  .(,-,+8)  ^  3.  fcx  ^(,,4.,,)  ^  ^-  l)^.(.»:-S+2)  fc, 

X  »2»  X  -^»Ä» >    "x  1.2...(l    —  1)  "«' 

(m—t+D^kx      -(,„->jt+s)^^tx  ^(,„)  _  a;(a:— l)...(.r— t't+2)  ^^ 

**'   ^  -^Si-, ,        £,    —         1.2. ..(1^-1)        **• 

Die  Zahl  dieser  Lösungen   i.st  gerade   »«;    sie    sind   von  einander 
unabhängig,  da  die  Determinante 
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^0   > 


■  )       ^m — 1 
.       2m— 1 


S  ('")       Ä,("0 


»("0 


1t  h  2  1;  3 

0, 1,,  2|;^  3|,^ 


■0       >     "1        )    •  •  ■  >       "„i-l 


(m  — l)g^'»-i 


0, 0.  ^,^3§.^ ,    (^^i^iKpii  |^™-x 


0,    0,  . 


Ij  l<)     li-'', 


•,  0,  i/.-s 


(?K— l)...()n— >'i+l) 
1.2...(j\ -1) 


^k"'-' 


0, 


■  ,    0,  |,A-s 


(m-l)...{,n-ü+l) 


1.2...(/,-l) 

die   wir    zur  Abkürzung    mit    dem    Buchstaben   A   bezeichnen    wollen, 
nicht  gleicli  Null  ist. 

Um  dies  zu  beweisen,  nehmen  wir  noch  eine  zweite  Determinante 

1,    '?o     Vi^,    ■■■,    Vi'""^ 
1,    7]^,     ri.f,    ...,    »j.'"-! 


1,  ns,   Vi^ 


Vs 


1'  n,u,   vi, 


V" 

•7) 


ff, 


in  der  ?jj,  tj^,  f]^,  .  .  .,  >/„,  unabhängige  Variable  seien. 

Durch  Anwendung  sehr  einfacher  Transformationen  auf  H  leiten 
wir  ab : 

1,         0,  0,        ...,  0 


H 


1;  Vi  —  Vi,  nt—  ViVi,  ■■■,  W 


■Vi% 


1,  %—Vi,  V 


ViVs, 


Vi     —nini 


i>  »?" 


'/u     V'-ViVn 


■,  n::r'-v.v:r' 


=  ('?2  —  Vi)  (V3  —  Vi)  ■■■  (Vm  —  Vi) 


1,    ^2,    %';   •••>   Vi""^ 

1; '?..;  €,'  ■••;  v,:~'' 
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ffomil  kommen  wir  zu  iler  bi.'kauiilL'ii  Fuiuiul 


[§  25. 


if  = 


1,  th,  Vi",  ■■■>  vr~' 
^,  Vi,  ';•.' 


'     .,  1?/'-' 


=  (.Vs -  Vi) iv.i—  'h)--  (>?"  —  fiiYvi-  nt)  ■■ 

...(t],n—V.)--(']n,-1hn-i) 


1.  'L,  n-.,  ■■■,  v:r' 

Durcli  Differeutiatiou  erlialteu  wir: 


dv,dr,,'...dvy-^ dri,.^^.Jnl+s  ■  ■  ■  «^^S,^  •  •  •  <i%,-i^+i  ■  ■  •  «'^J 


1,  Vi,  'h',  '2l^ 

0,    1,    2,?2,  31?/, 
0,   0,      2,      G>u, 


(m  -  l)r):"-^ 
(w  —  lj(Ht  — 2)ij3"— », 


0,  0,    .    . 

;   0.   0-, 

-1)!,        . 

,       (m-1). 

.(m—  /',  +  l)jj;"-'' 

l,    V'n-iic+l< 

> 

0, 0,  f/,-1)!,...,  (m- !)...(/«-/, +  !),;;;;-: 

Hieraus   schlielseu  wir,  ilal's  die  Üelermiuanle  J  sich,  bei 

vom  Werte  des  Ausdruckes 

'.Ol-')  I        I   '*"*-'> 
ti    *  *      (i?t  —  ii)  (ij  —  »Ji)  •  ■  •  (>?„.  —  '),)•••  ("j,,,  -  !;„_,) 


(ijjsrfT),»  . . .  (Jt;;.;        . . .  rf»)„,_;j^.2  . . .  rfj;'* 
nur  durch  den  Factor 


■  t-i 


2 


I. 


('i-l)S 


a''--:j''-»  ■  •  •  ('',  -  2)'(«.  -  »)    2''—  . . .  (t,  -  n        2  •*-«  •  •  •  ('*-!) 

unterscheidet. 

Dieser  Wert  aber  ist  gleich  dem  Producte 

Nil,  -  g,)'""  •••  (I*  -  s,y"*(?3  -  5,)""  •  ••  (i  - 1»-.)'^-•^ 

in   welchem 

iv  =  2''-»  s-'-» . . .  (/,  -  2)=(/,  -  1) ...  2'  *--•  ...(/*■-  n 

ist. 
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Folglich   ist  die   Determinante   A   nicht  Nnll  und  die  erhaltenen 
Lösungen 

^x  j    ^xj    •  •  •  }    ^x 

der  Gleichung  (51')  sind  von  einander  unabhängig. 
Wir  haben  hier  also  als  allgemeine  Formel: 

i!x  =  {j?i-\-  PiX  +  j)^x^  -\ 1-  i),.a;''-')l^  +  •  • 

+  (2;„._,-,+i  +  --  +  ^'»A'^-')^:^  (54) 

für  alle  Lösungen  der  linearen  homogenen  Gleichung  (51').     Die 

JJl,  1%,    ...,  2\,    ■■■,  Pm 

sind  dabei  willkürliche  Constanten. 
AVenn  wir  die  Constanten 

Vi,  Ih,  ■■■,  Pm 
durch    Functionen  von  x   ersetzen,  so   können   wir,    wie    früher    aus- 
einandergesetzt worden  ist,  bei  gegebenen 

il;    h)    52)    'i)    •  •  •  )    i*-)    '* 

die  Lösung  der  entsprechenden  linearen  Gleichung  (51)  mit  beliebigem 
letzten  Gliede  auf  eine  Summatiou  zurückführen. 

§  26.     Die  Coefficienten 

J,  B,C,  ...,  31 

setzen  wir  nun  als  reell  voraus. 

Was  die  Wurzeln  der  Gleichung  (53)  anbetriift,  so  können  einige 
von  ihnen  auch  complex  sein. 

Solche  Wurzebi  bilden  Paare  von  conjugierten  complexen  Zahlen. 
Es  sei  zum  Beispiel: 

1^  =  K  -f  ^  ]/— 1  =  Q  [cos  &  +  y^^i  sin  &] 

und  

l^  =  a  —  ßY—l  =Q  [cos  &  —  y—lsm&] 

ein  Paar  conjugierter  complexer  Wurzeln  der  Gleichung  (53),  wobei  q 

der  Modul  und  &  das  Argument  der  Zahl  |^  ist. 

Dann  hat  man 

h  =  h 
imd 

hh+P-2X+  •••  +PnX'''-' }  ^t  +  {Ph+i  +  PH+23>  +  -  +  Pk+ux'^''  1 1? 

=  (i>i  +  i'^-c  +  •  •  ■  +  Pi,x''^-^)Q''  (cos  xd'  +  ]/—  1  sin  xd-) 

+  (P'.+i  +  l'/x+sa;  47 1-  Pk+i,x'^~^)  9''  (cos  x&  —  ]/—  1  sin  x9) 

==  (i'i  +  P.\+i  +  (ä  +  Pu+'^x^ \-  (Ph  +  PiO  a;''-' }  9^  cos  xd' 

,   pVhiziPi    ,   i\±2j^  ^    , ,    J^.^J^H  y.,;-i  1  ^  smx». 

l    V— 1  l'-l  )/— 1  I 
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Daher  kann  mau  in  Ausdruck  (54) 

statt  der  Summe 

0),  +  ix,x  +  •  •  •  +  i),,x'.-»)l^  +  (2',.+i  -j V  iJ,.+„a;'>-«)|f 

die  Summe 

il\-\-(liX  ■\ h  (?,,a;'''-»)p'cosa;9-  -j-  (ji'+  j/a;  -| 1-  3,.V'-')9'  sinxö- 

setzeu,  wobei 

li-,  li,   ■  ■■,   2'.;  3i',  12,   ■■■,  <?', 
ebenialls  willkürliche  Constauten  sind. 

Indem  wir  also  die  complexen  Wurzeln  der  Gleichung  (53)  paar- 
weise vereinigen,  können  wir  die  complexen  Zahlen  aus  Formel  (54) 
eliminieren. 

§  27.  AA'ir  nehmen  jetzt  au,  das  letzte  Glied  der  Gleichung  (51) 
sei  gleich  dem  Producte 

wobei   a   eine   gegebene    Zahl   und   (/^  eine   gauze  Function   von   x  be- 
zeichnen möge. 

Eine  der  Lösungen  der  Gleichung  (51)  ist  in  diesem  Falle 

Vx  =  a^tJx, 
wobei    r^.    gleichfalls    eine    ganze    Function    von   x   ist    und    aus    der 
Gleichung 

i^ia^V;,)  =  a'^9)(a)r.,  -\-  u''+^(p'{a)Jvx  + 1-  a^+"'9)<"')(a)  — ,- 

oder,  was  dasselbe  besagt,  aus  der  Gleichung 

q>  (a)  i;^  -f  «  qp'  («)  ^  t'x  H h  «'"  9^'"'  («)  -^r  =  "^  (55) 

bestimmt  werden  mufs. 

Aus  dieser  letzten  Gleichung  ersieht  man  leicht,  dafs  der  Grad 
der  Function  i^  gleich  dem  Grade  der  Fuuction  «j.  ist,  wenn  nur  a 
nicht  zu  den  Wurzeln  der  Gleichung 

9(5)  =  0  (53) 

gehört. 

Wenn  aber  a  eine  Wurzel  der  Gleichung  (^53)  ist,  so  mufs  der 
Grad  von  v^  den  Grad  von  u^  um  die  Zahl  übersteigen,  welche  die 
Multiplicität  dieser  Wurzel  augiel)t. 

In  beiden  Fällen  können  wir  die  Coel'licienteu  der  gesuchten 
Function  tu,  diese  nach  fallenden  Potenzen  von  x  ordnend,  successive 
bestimmen. 
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So  erhalten  wir  bei 

«p(«)  4=  0 

eiue  ganz  be.stimmte  Function  v^. 

Wenn  aber  a  eine  t-fache  Wurzel  der  Gleichung  (53)  ist  und  n 
den  Grad  von  Ux  bedeutet,  so  werden  in  der  Function  v^  nur  die 
Coefficienten  der 

durch  Gleichung  (54)  bestimmt;  den  Coefficienten  der 

[  1:  Artt  —  i  ■y  I 

kann  man  dagegen  beliebige  Werte  geben:  man  kann  sie  zum  Beispiel 
gleich  Null  setzen. 

Es  ist  also  nicht  schwer,  für  die  Gleichung 

Ay^  +  Bijx+i  +  Cy^+i  + h  My^+m  =  a'^tix 

eine  particuläre  Lösung  von  der  Form 

y-,  =  cc^'Vx 
zu  finden. 

Dabei  erinnere  man  sich  nur,  dafs  die 
Ä,B,  C,  ...,  M,  « 
constante  Zahlen  bedeuten,  und  dafs 

«c       und       Vi 

ganze  Functionen  von  x  sind. 

Hiermit  ist  alsdann  die  allgemeine  Summation  von  (51) 
gel  eistet. 

§  28.  Zur  Erläuterung  der  vorhergehenden  Betrachtungen 
lösen  wir  einige  specielle  Aufgaben. 

Aufgabe  1.     Gegeben  sei: 

y^+i.  +  2«/r+3  +  32/^+2  +  2yx+i.  +  yi  =  0, 
2/0  =  2/1=2/3  =  0,    y,  =  —  1 . 
Es  soll  j/jßo  berechnet  werden. 
Hier  ist: 

9(g)  =  I'  +  n'  +  3^  +  21  + 1  ==  (r  +  §  + 1)' 

/j.  2w         ,/ T     .     27t\8  /j.  2nr     ,     ,/ ,-     .     2ä\2 

=  (^1  —  cos  -^ ]/—  1  Sin  -g-j    (l  —  COS  --  +  V  —  1  sin  --j  • 

Daher  wird 

2/.«  =  (2^i+f2*')(cos-^  +y  ~1  sin- ^y  +{p^+p  ^x){cos^  +}/—  1  sin  -g-^ 

=  (?i  +  (hx)  COS  —  +  (^3  +  q^x)  Sin  — -  . 
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Die  Constanten 

!/n  'h,  'h,  Vi 
siud  aus  deu  vier  Gleichuugeu: 

yo  =  Si  =  0, 

Q  —  2  ff 

2/i  =  iii  +  Qi)  cos  -3-  +  ((?3  +  34)  sin  x  =  *^' 

y»  =  3i  +  3<Z2  =  0, 

2/j  =  i^h  +  2(72)  cos  -^  +  (73  +  2;/,)  siu  ^  —  -  1 

zu  bestimmen. 

\Vii-  lösen  diese  Gleichungen  auf  und  finden 

1  2 


8IU 


«  }/"3 


Qi  =  !Zl'  =  0,     33  =  -  2,  = 

Folglich  ist  allgemein 

f  0,     bei  x^O  (mod.  3)  ) 

2(a:— 1)     .     ■inr  .  ,  /       j    on 

2/x  =    '    -      sin  -^  =     x-  -  1,      „    X  =  1  (mod.  3) 

(  1  —  X,      „    x^  —  1     (mod.  3)  J 

und  speciell 

i:i8    .    -2,1 
!/ioo  =  ,,-  sui       =  'J'J. 

Aufgabe  2.     Gegebeu  sei: 

5  5 

Vx  +  l  —   ^  2/X  +  3  +    2  2/-r+l  -  //x   =  1, 

!/o=0,     2/1  =  11,     yj,  =  — 8,     J/3  =  6. 

Es  soll  »/,oo  berechnet  werden. 
Hier  ist: 

9,(1)  =  r  -  I  |3  +  -^  I  -  1  =  (5  -  l)a  +  1)(|  -  l)il  -  2). 
Daher  sind  alle  Lösungen  der  entsprechenden  homogenen  Gleichung 

«J+l  —     „   ^x-l-3  +    ö  ~-rH-I    ~   -"-r   =  *-' 

in  der  Formel 

~-x  =i'.  +i^  (- 1)^  +  r,  (y'+i^.s- 

enthaltei). 

Wir  suchen  weiter,  nach  der  iiu  vorigen  Paragraidicii  angegebenen 
Methode,  eine  particuläre  Li')suiig  der  vorgelegten  tileidiuiig,  indem  wir 

J/x  =  dx 
setzen. 
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Diese  Lösung  wird 

yx  =  —  X 

sein. 

Hieraus  scliliefseu  wir  (§  19),  dafs  alle  Lösungen  der  Gleichung 

?/.+4  —     2    y^  +  3  +  f  y.c+l    —   «/x   =    1 

durch  die  Formel 

2/x  =  Ä  +  Ih  (-  1)^  +  B  (Vf+  Ih^''  -  ^ 
ausgedrückt  werden. 
Die  Constanten 

Ih,   Vi,   Ih:    Ih 

lassen  sich  aus  den  Bedingungeu 

2/o  =  Ih  +  Ih  +  Ih  +  ^4  =  0, 

Vi  =  1\  —Pi+  2  Vi  +  2i'4  —1  =  11, 

y-,  =  1\  +lh-\r  4  Ih  +  415,1  —  2  =  —  8, 

^3  =  Pi  —  Vi  +  y  Ih  H-  Si'4  —  3  =  6 
finden;  es  ergiebt  sich  so: 

;>,  =  i'4  =  0     uud    p.,  =  —  j)^  =  —  8. 
Folglich  ist  bei  unseren  Bedingungen 

2/x-  =  8  (-  1)^-'  +  ~-^, 

2/ico  =  -  108  +  ^^,  • 
Aufgabe  3.     Gegeben  sei: 
2/.,.+3  +  22/,+2  +  22/,+ 1  +  2/.  =  _;;:^^^  +  (^_i)(^+2), 

3  5  13 

2/2  —  "^  >       ?/3 6  >      ^*'  12 

Es  soll  2/^yg  berechnet  werden. 

Wir   wenden    auf  diese   Aufgabe   die   Methode    der   Variation    der 
willkürlichen  Constanten  an. 

Nachdem  wir  die  drei  Lösungen 

der  Gleichung 

Äx  +  3  +  2^^4.2  +  22^.  +  i  -j-  g^  =  0 

gefunden  haben,  setzen  wir 
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?/.  =  c;  (~  1)'  +  c;  cos  ^  +  c;-  sin '  ""^ , 

(-  1)^+'  JC'  +  cos  ^^^i^>  ^C;  +  sin  '-^\±i>  z/c;'  =  0, 
(— l)'+'^(7x  +  cos     ^    '    '  ^C;,  +  sin  -    y  -  -zrfCx  =0, 

(^      i;       ZJC.,-t-COS       ^       z?i.,-f-sin       ^       ^^' " ar(a:+3)  ^(x-l)(.r+2) 

uiul  leiten  hieraus  ab: 

^C;  =  (—  1)-+»  —T~  -(- 1)'  7 — r^-r^, ,    r;=  r^fe^!^.  +  coust., 

^         '  a;,x+3)      ^        '     (.r— l)(x+2)'        ''        (x  — l){x+2)    '  ' 

.„„  ,     \     2V''3        ,  2)/3  \    .     2»rx 

.^.„  l     iVs        ,  2^3  1  2ffX 

^^'  =  -  l?(^+ir,  +  (x-i)(x+2)h»^  — • 

Wir  nehmen  weiter  den  Ausdruck 

^'  =  (x -^  +  X  +  ^+1  +  ^+2/  ^ 
und  suchen  die  coustanten  Coefficieuten 

a,  h,  c,  d 
so  zu  bestimmen,  dals  der  Ausdruck 

-2«|_-i  ^        ^    _2&-|-n(-i.fy35)    ,    _2c+b(-l-f)/=3) 

-2d  +  c(-i  +  i/=^)      rf(-i  +  |/:r8) 

"i  2(x  +  2)  "'"         2(x  +  8) 

in  den  Ausdruck 

2  1/3      _| 2|/3  ^  2_ |_  A.     _  ? ^ 

x(x4-3)  ■*"  (x-l)(x+2)  °^  yj  (a;_l)  "•"  1/3-3;        y3(x  +  2)        V3(x  +  3) 

übergeht. 

Auf  diese  Weise  finden  wir,  dafs 

Yä '  ys 

i.st  und  schliefsen  hieraus,  dafs 

p- Lf  — 2     1       2        ,    — 1    ,        1     1    .     2nx    .  /— 1    ,       1    \        inx    ,  . 

y3\_:i  —  \'x-\-l'      .r      '    x4-2j  3  \  .r     '   .r-|-2/  3       ' 

,,,„  1    r    2        .     -2      ,     1     .     — ll         2jtx    ,  /— 1    ,       1    \   .     2jrx     ,  . 

wird. 
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Folglich  drücken  sich  alle  Lösungen  der  vorgelegten  Gleichung 
durch  folgende  Formel  aus: 

y.r  =  Qx  (-  1)^  +  32  COS  -^  +  q,  sin  -^  +  ^^_,^^_,^.,y  +  —  +  .;^ip^ 

/       ,x      ,  27CX     ,  .     2n  X    ,         1  1 

=  5,  (-  1)'  +  q,  cos     3  -  +  g^  sin     3     +  ^— [  -  - , 

in  der  g,,  q.,  und  ^j  willkürliche  Constanten  sind. 

Zu  demselben  Resultat  kann  mau  natürlich  auch  auf  einem 
kürzeren  Wege  gelangen:  man  braucht  nur  eine  particuläre  Lösung 
der  vorgelegten  Gleichung  von  der  Form 

y-c  = +  7-     («  und  ß  Coustante) 

zu  finden. 

Die  Constanten 

Qu    q-2,   <l3 
werden  aus  den  Bedingungen 

1  1/3^        ,    1         3 


ys==  -  '11  +  ^2+  6  '^  —  Q' 

1      ,  y^     ,1      13 

2/d  =  3.  -    2  ^a  +  ^  ?3  +  12  =  i2 

bestimmt;  man  findet: 

Folglich  ist  bei  unseren  Bedingungen 


(.«  — l)a-' 


2/200  —  1  +  39300 ' 

Aufgabe  4,     Aus  den  gegebenen  in  Zahlen 

2/0)  2/1  >  Vi,  ■  •  •>  y-n-i 
ist  folgende  unendliche  Reihe  von  Zahlen  gebildet: 


2/0  +  2/i  +  2/2  +  • 

■■Vm-l 

2^'"  —                       m 

2/1  +  2/2  4-  2/3  +  • 

> 

■  ■  +  y,n 

2/«+i  - 

2/2  +  2/3  +  2/4  +  •  • 

■+ym+i 

2/'"+^  =-                       m 
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Jedes  Glied   dieser  Reihe  ist  gleich  dem  arithmetischen  Mittel   der  in 
unmittelbar  vorhergehenden  Glieder: 

_  Vz  +  yx+i  +  yx+f^ hy^+„_i 

J/x  +  r/i  —  m  ' 

Es  soll  untersucht  werden,  welcher  Grenze  sich  _»/,.  nähert,  wenn 
X  unt'iullieh   wächst. 

Der  linearen  Gleichung 

2/x  +  m  —    „,  (yx  +  ,„-l  4-  yx+m-2  H H  JU+l  +  !/x)  =  0 

entspricht 

<p(i)  =  I"'  -  i  (r—  + 1'"-^  +  •  ■ .  +  i  + 1)  ■ 

Eine  der  Wurzeln  der  (ileichung 

r-^(5"'-'+l'"-= +  ••■+?+  1)  =  L» 
ist  gleich  Eins. 

Die  übrigen  Wurzeln  dieser  Gleichung  mit 

5|  >    bi>    •  •  •  >    6m— 1 

bezeichnend,  kömien  wir,  nachdem  wir  die  ("onstauten 

}\n  Pu  Pi,   ■■  ■,  P-»-\ 
aus  den   Bedingungen 

Po  +ri+P'-\ h  i'"i-i  =  »Ai, 


Po  +?ar '  +  P,^r'  +■■■+  P.n-yC-\  =  ?/„,-. 
bestimmt  haben, 

yx=Po+Pi%\  +  Pi^l-\ \-Pm-ill,-x 

setzen. 

Man  überzeugt  sich  weiter  leicht  davon,  dals  dii^  absiduten  Werte 
der  Zahlen 

?i  j   'oit   ■  •  •  •   5w  — 1 
kleiner  als  Eins  sind. 

inl'cdge  dessen  nähert  sich,  bei  unendlichem   \Vachsen  von  .r,  der 

Ausdruck  Vj-  der  Grenze  p„. 

Andererseits  folgt  aus  den  Mirlicrgehenden  Gleichungen  die  Gleichung 

Po  =  «oJ'o  +  «,  .V,  + h  ««-1  .'/«- 1  , 

in  der  die 

«„,  «,,  . .  .,  «,„_i 
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von  den 

2/o>  Vi,  •  •  •>  2/'"-i 
unabhängig  sind. 

Zur  Bestimmung  der  Coefficienten 

«0,    Kj,    .  .  .,    «„,-1 

wollen    wir    bemerken,    dafs  jJp    ungeändert    bleibem  mul'a,   wenn    wir 

gleichzeitig 

?/,    statt  2/„, 

y.^   statt  2/], 


3/,„_i   statt  ?/,„_2, 

yo  +  3/iH h2/,„_i      ,    ., 

2/m  = statt   ?/,„_i 

setzen. 

Demnach  ist 

«ol/o  +  «i2/i  H h  «m-i 2A.-1  =  «o2/i  +  «1 2/2  -I h  ««-2 ?/-» 

2/0  + 2/1  H h2/„,_i 

+  «'"-' m ' 

woraus 


a,„_2  =  ß„,-s  +  -^  =  ("2  —  l)«o)       «'«-1  =  «'«-2  +  -^iT  ^  '""" 
und 

Po  =  «0  [2/o  +  22/i  +  Sy,  H h  m2/,„_i] 

folgt. 

Es    ist    auch    nicht    schwer    einzusehen,    dafs   in    dem    specielleu 
Falle,  wo 

2/o  =  2/i  =  2/2  =  ■  •  •  =  »/m-i  =  1 
ist,  iJj:  und  p^  in  Eins  übergehen. 

Folglich  ist 

2 

"o  ~  m  (»n  +  1) 
und 

,.       ,     .  „2/0  +  22/, +32/S+ \-my,„_^ 

hm    («a:)  =   «      ==    5J r—-r 


Markoff,  Differenzenrecliuaiig.  12 
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Vierzehntes  Kapitel. 

Äiincnduiig  der  Doppelsaiumeii  auf  die  lluifuniiung  vou  Reilieu. 

§  29.     Es  seien 

X   und   s 

unabhängige    Variable,    welche    nur    solche    Werte    annehmen,    die   in 
der  Reihe  der  ganzen  Zahlen 

0,  1,  2,  3,  4,  5,  ... 
enthalten  sind. 

Wir  nehmen  weiter  an,  dafs  die  drei  Functionen 

R,,,  F.,=   und    ir.,, 

unserer  Variabein  (x  und  z)  den  Bedingungen 

f4,.-  -  U.+u.  =  F,,,  -  F.,..+,  =  n;,,  (50) 

genügen. 

Wenn  wir  iu  diesem  Falle  die  Doppelsumme 

+  w,,„    +  ir,,,     +  m,.    +...  + ]r,.,._, 


=  n  r^»i 


2  2  "-• 

j=0     l  =  U 


^+  ii'„-i,ü  +  ir,„-,,,  +  ir,„_,,2  +  •••  +  II',,-,, -J 

betrachten  und  die  Gleichungen 

iiü,:  +  ir,,..  +  ir2,.  +  •••  +  }r,„_,,..=2'  I  f^x,=  - rx+.... j  =  Uo,,  -  iL,: 

x=0 

und 

t  =  n 

berücksichtigen,  so  erhalten  wir 

Nehmen  wir  nun  weiter  an,  dafs  sicli  bei   imendliehem  Anwachsen 
der  Zahlen  m  und   h  die  Suniiin'ii 

r  e=w  r      1,1 
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bestimmten  Grenzen,  und  die  Summen 

^U„.,.=  C/„,c+  ü„„i-}--+  U,u,n-i  und  2^^-,"=  ^0,«+  Fj,„+-+  F,„-,,„ 

der  Grenze  Null  nähern. 

Unter  diesen  Voraussetzungen  folgt  aus  Formel  (57): 

^U,,..=^V.^,.  (58) 

z  —  f)  1  =  0 

Ebenso  ergiebt  sich  die  Formel 

j  =  0  j:  =  0  .-  =  0 

wenn  sich  bei  unendlichem  Anwachsen  allein  der  Zahl  n  die  Summen 

z=n  z^n 

^Uo.:    und    ^U,„,z 

z  =  0  :  =  0 

bestimmten  Grenzen  nähern  und 

liml^^-.»  =ö 

wird. 

Auf  diese   Weise  formen  wir  mittels  der  Doppelsumme  die  BeiJie 

in  die  Reihe 

Fo,o,  Fi,o,   F2,o,   Fs^o,  ••• 
oder  in  die  Reihe 

Um,  0  ;      '-'„1,1  ,      Um,  2  )      Um,  3  ;     •  •   ■ 

nm. 

§  30.  Im  Folgenden  wollen  wir  noch  genauer  auf  einige  mehr 
oder  weniger  merkwürdige  Fälle  dieser  Umformungen  eingehen. 

Zuerst  wollen  wir  folgende  Formel  von  Euler  oder  Monmort 
ableiten: 

"o+"iS  +«2!  +«3^  +  •••  =  r:i|  +  linif  +  (iT:y)3  +  (miy.  +■  A^^) 

in  der 

/lu^^=U^  —  Ua,    ^-Mo  =  M2  — 2"i  +  Mo»    ^'«o  =  W3  — 3"2  +  3«i  — "0;    ••• 

ist. 

Zu  diesem  Zwecke  bemerken  wir,  dafs  die  Ausdrücke 


^=r.^  =  r^t^x,.-     und     TI...  =  |-(^  |j^r|--T^rJ 


12* 
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den  Bedingungen  (56)  genügen;  man  kann  deshalb  auf  sie  Formel  (57) 
anwenden. 

Danach  ist 


+1 


Aus  dieser  Gleichung,  die  man  auch  durch  partielle  Summation 
erhalten  kann,  folgt  die  Euler'sche  Formel  ganz  so,  wie  (58)  aus  (57), 
wobei  natürlich  die  Reihen 

«0,      M,|,      MoS",      Msi',   ... 
und 

«0  I  ^  "o  j--!'"!, 


1-1'     (1-5)"     (l-l)"'  ••■ 
convergent  sind  und  die  Summen 

sich    bei   unendlichem  Anwachsen    der    Zahlen    m    und   n  der  Grenze 
Null  nähern. 

Wir  wenden  die  Euler'sche  Formel  auf  die  Berechnung  der  Summen 
folgender  langsam  convergierender  Reihen  au: 


10 

und 


11    '12        13~14        15  ~ 


_1 L^4--i ^-  +  -i ^  + 

loglO       logll    '    logl2       logia^logU       log  16    ' 

1)  Wir  setzen 


und  finden  so 


|  =  -1     und     ".  =  10^71 


-9»    ^«=  =  7?]rX-.'mrXTv    ^'«' 


^— ^        -2»    ^«=-  (iO  +  «)(ll  +  f)'     "  "'        (10  +  r)(n  +  «)(12  +  *)' 

.^ (-1)'1.8.8..  .JB 

^  «•  —  (10  +  «)  (11  +  r)  . . .  (10  +  x-  +  s) ' 

0  <  (—  1)^+M'+'m,  <  (-  l)-zi^«:  >  (—  l)^z/'l(,  +  ,  >  0, 

•^jn.+.^m  1.2.8...m 

t^     (l-ir  \        -/  "         2'MO.ll  .12...(10  4-.h)' 

'"^r"*" "-''«.  /l  1  I  \  L 
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Somit  ist 


z  =  n  , 


und 


lim  {  X, f         =  0     unabhängio;  von  n 

lim  1    > 1—}         =  0     unabhängig  von  »j. 

Hieraus  ergiebt  sich  leicht,  dafs  für 

g  =  -i    und    «.  =  iöqr:- 

Formel  (60)  gilt,  welche  folgende  Gleichung  liefert: 

1 ^ii_       ^1        _^i        1         I         2 I ?1 

lÖ        lT'i2~13~'  2.10  "T"  4.10.11  "f"  srrolllä  "■"  16.10.11.12.13  ' 

Wir  führen  die  Recknungen  aus  und  finden 
—^  =  0,00227  27272  .  . . 

4. lU . 11 


•2 

8.10. 

11 

.12 

2.3 

16 

.10.11. 

12 

.13 

2.3.4 

32.10.11.12.13.14 


=  0,00018  93939  .  .  . 
=  0,00002  18531  .  .  . 
=  0,00000  31218  . . . 


64.io.u^^l  14.15  =  O'OOOOO  05203  . . 
2.3.4.5.6        0,00000  00975  .. 


128.10.11.12.13.14.15.16 

2.3.4.5.6.7 

256.10.11.12.13.14.15.16.17 

2.3.4.5.6.7.8 

512.10.11.12.13.14.15.16.17.18 


=  0,00000  00201  . . . 

=  0,00000  00044  . . . 
0,05248  77383 


•^ xl 2.3.4.5.6.7.8.9        /l     |     ^     |      ^      [        '\ 

^9  2*^-^10. 11. 12. ..(10  +  a:)        1024. 10. 11. 12. ..18. 19  V     +  2  "I"  2=  "•"■j 

<  0,00000  00022. 


Wir  können  also  mit  einer  Genauigkeit  bis  auf  5— rp 

1         1.1         1 
lö 
setzen. 


-Ä  +  i2-i^  +  --  =  0.05248  774 
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Wenn  wir  von  der  Summe 

l-2+¥-i+;-i+7-8  +  i=0-74563  49206... 

die  Zuhl 

0,05248  774 

subtrahieren,  so  finden  wir  für 

denselben  Näherungswert)! 

0,69314  718 
wie  in  §  13. 

2)  Wir  wollen  jetzt  noch  beweisen,  dafs  mau  in   der  Euler'schen 
Formel  auch 

*  log  (10  +  2) 

setzen  darf. 

Zu  diosL-m  Zwecke  erinnern  wir  uns  an  die  Gleichung  [Teil  1,  §  8] 

J-"/(z)  =  /('"/''"'(>?), 

die  für  A  =  1  die  Gestalt  annimmt 

^'"/•(-')  =  /■('")(»;). 

Hier  ist  »;  eine  mittlere  Zahl  zwischen  s  und  z  +  >iih. 

AVas  die  Ableitungen  von  t —  .  nach  -  anbetrifft,  so  ist 

''  ( 1 )  = =ii <  0 

dz  Uog  (10  +  ä)/         (10  +  2)  { log  (10  +  2) }  »  ^     ' 

d«»  Uog  (10  +  z)/         (10  +  3)'L{log(10  +  «)}»^   jlog(iO  +  .^))»J'^"'' 

</j4log(10+2V      (10+£)»L{log(10+r))«T^  {log(10+«})»^  {log(10+«))'J^" 
und  allgemein 

Folglich  hat  mau 

(-l)'^^og(10  +  r)>^5 
dabei  ist  natürlich 

*-      '^       '^        log(l0  +  «)^v     ^>' -^    log(l0  +  ü)-^^      *'' ^   log(ll+«)' 
wegen 

(—  1/^'»,  =  (—  1)'^'«,+,  +  (-  ly+'j'+'u,. 
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Hieraus  leiten  wir  die  Ungleichungen  ab: 

\iLj        2"'  log(10+«)^      2'"     \        log(10+z)|       „     o'-loglO 

und 

0   y^'tur^. 1 < 1^ (i  I  1  +  1  ,  ...V ^ • 

jüLj    2^+*  Iog(10  +  J!)       log(10  +  »0\2    '    2ä    I    2^    I        7  ""  log(10+n) ' 

sie  zeigen,  dafs 

l'm  1  2j        2™       ^"^  log  (10  +  z)  =  0     unabhängig  von  »i, 

2ij  ^-H  '^'^  log  (10  +  n)  \  =  0     unabhängig  von  j« 

1  =  0  j»  =  oo 

ist. 

Aus  dem  Gesagten  überzeugt  man  sich  leicht,  dafs  die  Euler'sche 
Formel  auch  für 

log  (10  +  z) 
in  Kraft  bleibt;  ferner  aber  ergeben  sich  daraus  auch  die  Ungleichungen: 

^^log(10  +  -)       ^    2^+M         log(10  +  2)|.=o  2"'     1        log(10  +  2)|_o 

U  .T=0 

Wir  gehen  zur  Ausrechnung  über:  wir  nehmen  aus  deu  Tabellen 
der  natürlichen  Logarithmen  die  sieben  Zahlen: 

log  10  =  2,30258  50930  . .  .,  log  14  =  2,63905  73296  . .  ., 

log  11  =  2,39789  52728  .  .  .,  log  15  =  2,70805  02011  .  . ., 

log  12  =  2,48490  66498  .  .  . ,  log  16  =  2,77258  87222  . .  ., 
log  13  ==  2,56494  93575  . .  . , 

und  bilden  folgende  Tabelle: 


V 

10' 
log» 

log« 

log« 

log» 

log« 

log« 

log« 

genau 
bis  auf  i, 

genau 
bis  auf  1 

genau 
bis  auf  2 

genau 
bis  auf  4 

genau 
bis  auf  8 

genau 
bis  auf  16 

genau 
bis  auf  S2 

10 

43429  45 

172621 

26593 

6149 

1809 

631 

255 

11 

41703  24 

146028 

20444 

4340 

1178 

376 

12 

40242  96 

125584 

16104 

3162 

802 

13 

38987  12 

109480 

12942 

2360 

14 

37892  32 

96538 

10582 

15 

36926  94 

85956 

16 

36067  38 
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Alsdann  addieren  wir  die  sieben  Zahlen 


4342945 

2.10' 

=  0,21714  12b  ... 

172621 
4TlÖ' 

=  0,00431  f)52  .  .  . 

26593 
8  .  10' 

=  0,00033  241  ... 

6149 

leTio' 

=  0,00003  843  ..  . 

1809 
32.10' 

=  0,00000  565  .  .  . 

631 

=  0,00000  099  ... 

64.10' 

255 
128.10' 

=  0,00000  020  .. . 

0,22184  045  .... 
Nunmehr  ist  nur  noch 

4-nö-'  +  2-nö-«  =  0;00000  021 
von 

0,22184  045 

zu  subtrahieren;  wir  erhalten  alsdami  die  Zahl 

0,22184  024, 

die  sicher  kleiner  als  die  Summe 

y       (-1)'       ^       1 ^-4-^^ L    J_ 

^  log  (10 +  2)        log  10        log  11  "T"  log  12        Jogl3  "i    ■ 

ist. 

Wenn  wir  dagegen  zu 

0,22184  045 

0,00000  021  +  0,00000  023  =  0,00000  044 
hinzuaddieren,  so  erhalten  wir  die  Zahl 

0,22184  089, 
die  sicher  gröfser  als  die  Summe 

_!__    ^   +-J 

log  10        log  11    '    log  12 

i.st. 

Folglich   können  wir  mit  einer  Genauigkeit  bis  auf       , 

log  10  -  log  11  +  log  12  ~  i^y  +  •      =  0,221840 
setzen. 


§  30.  31.]     Anwendung  der  Doiipelsummen  auf  die  Umformung  von  Reihen.     185 

Die  von  uns  auf  S.  183  gebildete  Tabelle  kann  auf  Grund  der 
Euler'scben  Formel  auch  (mit  einem  kleineren  oder  gröfseren  Grade 
von  Genauigkeit)  zur  Berechnung  unendlicher  Summen  von  der  Form 

_J_  +  _^  +  ^L  +  ^!_  +  . . . 

log  10  ~  log  11  ^  log  12     '    logl3  ~  ' 

wenigstens  für 

dienen. 

Zum  Beispiel  wird: 

_L_  .  _  J_  +      ^      +  __L_  1  . . . 

log  10  '  2  log  11  '  4  log  12  ~  8  log  13  ~ 

„  1 4342945    172621    26594    6149    1809    631    265 1 

~   l  ^0'      10^   ""  TÖ^     lo^  '  lO'    lÖ'  '  lÖ^l 

1 


0,8384  genau  bis  auf 


2.10* 

und 

-^ ^+    ^ ^    +••• 

log  10        2logU^4logl2        8  log  13  ~ 

„  f  43^945    ,     172621     .     26594  6149  1809        .         631      \ 

llTlO'"    '     9.  10^  "r  27,10'    '     8lTl0'  '^  243 .  10'  "T"  729.10'} 

=  0,293580    genau  bis  auf  ^  • 

§  31.     Wir  wenden  uns  nun  zu  anderen  Fällen  der  Formel  (58) 
und  stellen  uns  die  Aufgabe,  die  drei  Functionen 

Ax,  Bj,   und  Cx 

einer  Variabein  x  so  zu  wählen,  dafs  die  Ausdrücke 

a  (a  +  1) . .  .  (n  +  a;  +  «  —  1)  6  (6  +  1) . .  .  (6  +  a;  +  z  -  1)      ^ 
und  (61) 

r    =       «(«  +  i).--(«  +  g-i)P..-(P  +  g-i)       f-R,r■■^ 

a{a+  i) ..  .ia  +  x  +  z  —  l)b  ..  .{b  +  X  +  z  —  1)  (.-c'^t-Lx»; 
der  Bedingung 

genügen. 

Hier  sind  a,  b,   a,  ß  constante  Zahlen. 

Die  gestellte  Bedingung  ist  mit  der  folgenden  gleichwertig 

{a  +  x  +  z) {b  +  x  +  s)  A,  -  ^,+1  =  {a  +  x  +  z){h  +  x-\-z) {B^+C.z) 

-{a  +  z){ß  +  z){Bx  +  C.  +  C.z), 
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die  sich  ihrerseits  iu  liie  drei  Bedingungen  spalten  läfst: 

J,  =  (2x  +  n  +  6  -  a  -  i?  -  l)a, 
{■2x-]-a+b)A,^{2x+a+b—a-ß)B,-\-{(a-^x){hi-x)-aß-a-ß\C,, 

(a  +  x){b  +  x^A,~A,+  r  =  {{a  +  x)ib  +  x)  -  ecß]B,  -  «^C.. 
Aus  diesen  letzteren  leiten  wir  ohne  Schwierigkeit  ab: 

n ?^ A 

R  l.^x  +  a  +  b-a-l){2.c+a+b-ß-l)-(x+a-})(x  +  b-l)  i      ,„ 

^'  (2x  +  a  +  b-a—ß—l)(2x  +  a  +  b  —  rt  —  ß)  ''^^'l     ^^'^^ 

_ (x  +  a-cc)(x  +  a-ß)(x  +  b  —  a){x  +  b-ß)    . 
'+'       (2a;  +  a  +  6  -  «  -  |3— 1)  (2a;  +  o  +  6  —  a  -  ß)  "*'" 

Nachdem  wir  so  die  Functionen 

Ax,  2?x  und  C'x 

bestimmt  haben,  können  wir  auf  die  Ausdrücke  (61)  die  Formel  (57) 
anwenden,  wenn  nur  keine  der  Zahlen 

a,...,    a -\- )n-\- n —  2,    0,   ..,   b -\- »i -\- )i  —  2,   a-\-b  —  a  —  ^—  1,..., 

a  +  b-tt  —  ß  +  2m  —  2 
Null  ist. 

Durch  Anwendung  der  Formel  (58)  auf  die  Ausdrücke  (61)  kommen 
wir  zur  Formel  von  Schellbach: 

1  _l_  '^i  4.  « (" -hi)l_(^_+_l)  J_  «(«  +  i)(«  +  2)P(P  +  1) ((J  +  2) 

'    at  "T"  a(o  + 1)6(6  +  1)  "'     a  (a+ 1)  (a-i- 2)  6  (6  +  1)(6  +  2)     i"  "  '  ' 

_  (o  +  6  —  g  —  1)  (g  +  6  —  p  —  1)  —  (g  —  1)  (6  —  1) 

"■  (a  +  b  —  a  —  ß  —  l){a  +  b  —  a  —  ß) 

(«-«)(a-P)(6  -  a)  (6  -  ß){  (a  +  6  -a  +  l)(a  +  6  -  g  +  l)-a6} 
"T"  a6(o+6— «— ß— l)(o+6— a-ß)(a+6— «— ß+l)(a-|-6-a— p+2)  "•"  '■■ 

Viele  specielle  Fälle  dieser  Formel  wurden  schon  von  Stirling 
gefunden  und  zur  Berechnung  der  Summen  einiger  langsam  conver- 
gierendcr  Reihen  verwandt. 

Unsere  Ableitung  der  Formel  von  Schellbach  erfordert  natürlich 
einige  Nebenbetrachtungen,  deren  Hauptpunkt  die  Bedingung  der  Cou- 
vergenz  der  Reihe 

«ß        «(«+1)P(P+1)         «  («  +  1)  («  +  2)  (?  (P  +  1)  ((i  +  2) 
'    o6'    a(a  + 1)6  (6  +  1)    'o(a+l)(a  + 2)  6  (6  +  1)  (6  +  2)  "i    •■• 
bildet. 

Diese  Bedingung  wird  durch  die  Ungleichung 
a  +  b  —  a  —  ß>l 
ausgedrückt  und  folgt  aus  folgendem  Satze  von  Gaufs: 
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Wenn  sich  die  Belation 


zweier  henaclibarter  Glieder  der  unendlicJien  Reihe 

*'o>    "d    "2;    •  •  •)    ^'«  »    **n  +  l;    •   •  • 

abhängig  vom  Index  n  durch  den  Bruch 

n'-  -\-  a^n^~'-  -\-  a^n'-~'^  -{- h  «;._!«  +  «^ 

in  ivelchem  A  eine  constante,  positive  ganze  Zahl  ist  und 

Oj,  a.,,  .  .  .,  ox,  6j,  &2,  •  •  •,  h 
ebenfalls  constante  Zahlen  sind,  ausdrüclcen  läßt,  so  ist  die  Reihe 

«u;   "l>    "l'j    •  •  •)   "">   «"  +  1;    ••  • 

für  hl  —  a,  >  1  convergcnt  und  für  h^  —  «i  <C  1  divergent. 

Ohne  uns  länger  bei  der  Ableitung  der  Scliellbach'schen  Formel 
aufzuhalten,  wollen  A^ir  deren  Bedeutung  an  einem  Beispiele  zeigen. 
Wir  wollen  sie  nämlich  auf  die  Berechnung  der  Summe 

anwenden. 

Zu  diesem  Zwecke  setzen  wir 

«  =  ^  =  a  _  1  =  &  _  1  >  0     und     ^0  =  "V 

Alsdann  nehmen  die  Ausdrücke   Ui,,  und    Fj._,,   welche   durch  die 
Formeln  (61)  und  (62)  bestimmt  werden,  die  Form  an: 

l'.2ä.3ä..  .a;'  1 


fZ,,.= 


7. 


2  .  6  .  10  ...  (4a;  —  2)     («  +  z)«(«  J\.  z  +  Xf  . .  .{a -\- z -\- xY^ 
1^2^33^.  x'  3a;  4- 25  + 2a  4-1 


2. 6. 10...  (4a;  — 2)  (4a; +  2)     (ar  +  0)^(a  +  2  + 1)»  . .  .  (o:  +  2  +  a;)* 
Mit  Hilfe  der  Formel  (57)  finden  wir  hieraus: 


^   {a  +  zf  ~  ■^  2.  6. 10...  (4»»  — 2)  '  (a  +  Z)''(a  4.  2  +  1)'.  ..(„-}-  2  4.  m)^ 

3a;  4- 2«  4-1  3.T;4-2n-f  2a4- 1 


_  "^       1^2'.3^..a;'      | 
^^„  2  .  6  .  10  . . .  (4x  4-  2)  l  '^^ 


10  . . .  (4x  4-  2)  U2(a  4-  1)-^ . . .  (a  4-  a;)»        (a  -f-  w)'. . .  («  4-  n  4-  «)» 
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uud  bei  uuendlichem  Anwachsen  von  n  erhalten  wir  hieraus: 

J^  [a  +  z)'  °^^  2  .  6  .  10  ...  (4«  +  2)  '  o'(a  +  1)'.  . .  (o  +  x)* 

"■    276Trr(4m  -  2) ^  (a  +  zy{a  +  «  +  1)>. . .  (a  +  «  +  m)'  * 

Andererseits    ist  es   nicht    schwer,  sich    zu  überzeugen,   dafs   bei 
«  >  0  die  Summe 

V 


_^  («  +  ^)'(a  +  «  +  1)«. . .  (a  +  2  +  m)'- ' 
welche  gleich 

1  f  1   _L  «•  .  «''"  +  ^)'  ...  .1 

a»(a  +  1)V  . .  (a  +  w)'  1      ~  («  +  m  +  1)»  ~  (a  +  m  +  1)»  {a  +  m  +  2)«    '  / 

ist,  kleiner  als  \  i  \ 

o»(a+l)»...(a  +  »nT'  i  ^  "^  ni-fi  1 


wird,  da 


a  +  1  «  +  W!  +  1  a  +  2        ^  K  4-  2  Hl  +  ■.; 


a+m  +  2        a  +  2#«  +  2'      a  +  »J  +  3   ^  a  +  Sm  +  S' 
ist;  daher  crgiebt  sich: 

~        ^j «(«  +  1)^ , 

\a  "1"  C/v  _L  «.  _L  nä  /™  J_  «.  _L  9^^     • 


(tt  +  »»  +  1)'    '    (a  +  m  +  1)'  {«  +  m  +  2)' 

^(„+m  +  l)»^  («  +  2»» +  2)»^  («+3». +  3)»^ 


^  a(a  +  m+l)  T^  («  +  m  +  l)(a  +  2m  +  2)  ~ 
< 


a(a  +  m+l)  ^  («  +  m  + 1)  (a  +  2m  +  2) 

1 
m  +  1  ■ 

Folglich  ist  die  Differenz 


■^       1 '^      1'.2».8». .  .a' Sx  +  gg  +  l 

^  («  +  «)'        -^  2  .  6  .  10  . . .  (4a:  +  2)  o'{o  +  1)'. . .  (o  +  x)' 


J  =  0  1  =  0 

kleiner  als 

1^2'...m'  a  +  in  +  l 


2.6  ...(4m  — 2)  (m  +  l)«'(a  4-1)'...  («  +  »()' 

Nun  nähert  sich  aber  der  Ausdruck 

l».2'...m'' ?jil"»HtJ 

2  .  6  ...  (4  m  —  2)  (m  +  l)o»(«  -f  1)'.  •  •  (a  +  m)' 

der  Grenze  Null  bei  unendlichem  Wachsen  der  Zahl  m. 

Wir  kommen  somit  schliefslich  zu  der  Formel 

'Cl        1         _^°°      l'.2».8»...a:'  3«+2o4-l_ 

^  (et  4-7)'  ~^  2  .  6  .  10  .  .  .  (4x  4-  •-')  o»(n  4-  1)».  .'.  («  -f-  .r)' ' 
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die    den    speciellen    Fall   der     Scliellbach'sclien    Formel    darstellt,    in 

welchem 

a  =  |3  =  a—  1=6  —  1 
ist. 

Wir  setzen  jetzt  a  =  10  nud  berechnen  successive 

2^  =  0,105 

^*  =0,00016  52892  56... 


2.6.10«.  11- 

2°.  27 

2.6.10.10M1M2» 

2°.  3°.  30 

2.6.10.  14.  10M1M2''.  13^ 

2^3^4^33 

2.6.10.  14.18.  10-.  11M2-.  13».  14'^ 


=  0,00000  10330  58... 
=  0,00000  00130  98  ... 
=  0.00000  00002  61... 


0,10516  63356  73 

l  +  p  +  i  +  4^  +  ^  +  ^  +  ^  +  i  +  i^  =  1,53976  77311  66... 

1,64493  40668  39 

OS     o3     AZ     r3     Ift 

•     ■     •     •  ^  <  0,00000  00000  12. 


2  .  6  .  10  .  14  .  18  .  6  .  10«.  11«.  . .  14».  15» 
Unsere  Ausrechnungen  zeigen,  dafs  die  Summe 

'^      1        =  J-  4-    ^    4-  —    •    ^  4-  . 
^  (10  +  0)«        10«  ■■    11-  ~r  12-  ~^  13«  "1 

zwischen 

0,10516  63356     und     0,10516  63357 

und  die  Summe 

^+h  +  i  +  i+--  =  Y 

ZWlSCllGIl 

1,64493  40668     und     1,64493  40669 
liegt. 

Wir  könnten  auch  a  ^  1    setzen.     Dann  würden  wir  die  Formel 
erhalten 

7c^  ^"^  3. 1.2. 3. ..a 'V  L-  (1  ■  2  .  3  . . .  a)« 

T  — ^  (a;+l)(a;  +  2)...(2a;  +  2)  — ^  1  .2  .  3  . . .  (2,,;  + 2)' 

n"        .        .  ...  1 

für  die  Berechnung  von  -—  mit  einer  Genauigkeit  bis  auf  --^  müfste 
man  fünfzehn  Glieder  der  Summe 

y°  3  .  (1 .  2 . 3  . . .  a:)« 
^  1 .2. 3...  (2a; +  2) 

nehmen. 
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Wir  bemerken,  dafs  infolge  der  Ungleichungen  (35)  der  Ausdruck 

3  .  (1  ■  2  .  3  . . .  a)» 
1.2.  8...  (2« +2) 
zwischen 

. ^y^ .-ii     uml  -J-^"^ .6^ 


2"-' (2a: +1)  (2a; +  2)  2--'(2a;  + l)(2a:  +  2) 

liegt. 

§  32.     Es  sei  endlich 
JT     =         '^(»  +  l)...(«  +  g-l)P(^+l).--(^  +  g-l)g^     ^f4J.TiA 
und 


Jx.,  =  ; 


a{a  +  l)...(,a  +  Z-\)ß(ß+\)...iß  +  z-l)q' 


(G3) 


la  +  ä)...(a  +  ä  +  x+z-l){ß  +  6)...(ß  +  ä+x+z-l)^^^'^^''~n 
wobei 

«,  /3,  ö,  2 
coii.stante  Zahlen,  und 

yl.,  .B.,  a,  Z)x 

Functionen  der  einen  Variabein  x  seien. 
In  diesem  Falle  ist  die  Bedingung 

Ux,:  Ux+i,.  =   Vr,:  T'^.s  +  l 

gleichwertig  der  Bedingung 
(«  +  (J  +  X  +  ,)(ß  +  ö-{-x-\-z)  (A.  +  Bxz) -  Ax+,  -  Ih+^z 
=  (a  +  d  +  X  -\-  z)iß  i-  ä  -{-  X  -{-  z)ia  +  D.e) 
-  5(«  +  ^)iß  +  ^){Cr  +  i>x  +  D.e), 
die  sich  in  folgende  vier  Bedingungen  spalten  läfst: 
B,  =  {l-q)D., 
{2x  +  2ä-\-u  +  ß)  L\  +  Ax 

=  |2x  +  2d  +  «  +  /J-5(«  +  ^  +  l))/). +  (l-3)a, 

(x+d-\-a){x  +  d  +  ß)lh  +  (2x  +  ^d  +  a  +  ß)Ax-  B.+  ^ 
=  {x  +  Ö-\-  a)  (x  +  ö-\-ß)~q{aß  +  a  +  ß)}  D^ 
+  j2x  +  2d-  +  «  +  /3  -  q{a  +  /J)KV, 

(a;+tf +  «)(x+tf +  /3)^.  -  A|. 

=  -  qaßD,.  +  |(z-  +  d  +  «)(.r  +  tf  4-  /})  _  qaß}C,. 

Aus  diesen  letzteren  erhalten  wir  ohne  Schwierigkeit: 

^x  =  (1  -  7)  />.,       ^x  =  (1  -  8)Cx  +  7(-*-^  +  i-'tf  -  1)  ^'x, 

^,    _.8j.t.33  +  «  +  p-2  ^  1-3 

'  '  —  8  -^^  ~  2T(J+'»)  ^  "+ ' ' 
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(x  +  S){x  +  ö-\-l){x+ö-\-a-ß){x-\-ö-^ß-a)I),. 


(1  -  9) 

Nachdem  wir  so 

Bx,  Cx,  JBx  und  ^i 

bestimmt   haben,  können  wir,  mit    einigen  Beschränkungen,    auf  die 
Ausdrücke  (63)  Formel  (58)  anwenden. 

In    diesem  Falle    hängen   die    beiden  Teile    der  Formel  (58)   von 

den  sechs  Zahlen 

«,  /?,  8,  q,  Do,  D, 
ab. 

Statt  der  Zahlen  Dg  und  D^  kann   man   auch  willkürlich  Ag  und 
Bg  vorgeben,  die  mit  D^  und  7);  durch  die  Gleichungen 

.B,  =  {i-q)D, 
und 

A  =  1(1  -  3)  ^+^±A^  +  5(2d  -  D)  D,  -  ^^  A 

verbunden  sind. 
Indem  wir 

4  =  -],   A  =  i,   -»0  =  0,   <J>o 

setzen,  kommen  wir  zu  der  ziemlich  einfachen  Formel 


=  0 

Z=QO 


(-lfa(a:  +  l)...(or  +  g-l)P(P  +  l).-.(^  +  g-l) 
+  6)  ...{a  +  d  +  z  -  \){ß  +  S)  ...{ß  +  S  +  z  -  1) 


=^{5{22  +  5)-^+  (3«  +  -dß  +  l)(2z  +d)  +  2  aß]  T.,     (64) 


i  =  0 

in  der 

1 


T 


^1  4(A-  +  „  +  1)  (tf  +  „  +  2)  (*  +  ß  -f  1)  (d>  +  p  +  2)  -'ö 

und  allgemein 

_  _    (2 .-  +  6)  (2 g  +  a  +  1)  (2g  +  J  4-  «  -  p  4-  1)  (22  +  ^  +  P  -  «  +  1)     yr 
-•+'  4(22  +  d  +  «  +  l)(22  +  d+a  +  2)(22  +  d+(3  +  l)(2«-i-*+(5  +  2)      " 

ist. 

Wir  wollen  diese  letztere  Formel  auf  die  Berechnung  der  Summe 
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auwenden,  welche  gleich 


1  /'    <** 


ist.  0 

Zu  diesem  Zwecke  berechuen  wir: 

'  -(!)'+  •  +(H4::^)'=f(-')'('-44^ö&^)" 

.■=u 

=  0,8493963148  3575794845  819  ..  . 
und  finden,  indem  wir 

«  =  ^  =  -      und      d  =  2 

setzen,  aus  unserer  Formel  die  Gleichung 


r=soo 


^(-»■(-".'-:;S?i')'=2«.. 

in  der 

'         \2.4...2>j         (-4)'  +  '24«.26«...(4«  +  22)'       i"  "*"  (4a  +  24)»        ) 

ist. 

Endlich  ergiebt  sich  durch  Addition  der  Zahlen 


>=u 


(-])=(^^^^~^y'=   0,8493903148  3575794845  819. 

2?o  =  -  0,0147697074  0580621872  353  . 

B^  =   0,0000002944  4173149650  805  . 

7J5,=_  0,0000000001  9808808398  309. 

i?3  =   0,0000000000  0054137909  795  . 

i?^  =  _  0,0000000000  0000337104  954  . 

Br,  =   0,0000000000  0000003055  325  . 

J?g  =  _  0,0000000000  0000000059  320  . 

Rj  =   0,0000000000  0000000001  310  . 

7?,  =  — 0,0000000000  0000000000  037  . 


das  Resultat 

(-l)'(--2~-^^-y=   0,8346208416  7407318028  1 


^f     iV^t-3--.(2g-i)^' 
mit  einem  Fehler,  dir  kleiiit-r  uls  „       „  ist. 
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§  33.  Zum  Schlüsse  schlagen  wir  dem  Leser  vor,  folgende  Formel 
zu  beweisen 

L         '        '  tp  { — a  —  h  —  a)        '    (jp(— a— 0— a)qo(— a— 0— a— 1)    '        J 

L  '  '     (p(—a  —  b  —  a)     '    <p(—a — b—tt)cp{ — a — b—a—\)    '       J' 

in  der  unter  (p  (t)  für  jeden  Wert  von  /  der  Ausdruck 

f  +  ul'  +  ßt  +  y 
verstanden  ist  und 

C,  a,  h,  ((,  ß,  y 

irgend  welche  gegebene  Zahlen  sind. 

Um  die  Bedeutung  dieser  Formel,  die  eine  Verallgemeinerung 
eines  der  Resultate  von  Stirliug  ist,  zu  zeigen,  benutzen  wir  sie  zur 
abermaligen  Berechnung  der  Summe 

>-Qr+(Hr-(^:)'+-- 

Zu  diesem  Zwecke  setzen  wir  zuerst 

Dann  ist  der  erste  Teil  unserer  Formel 

L  W  +  a/~\a  +  tf     a  +  tf  +  i/        \a  +  ö    a  +  tf+1  '  a  +  *+2^    i        J' 

dem  zweiten  Teile  kann  man  die  Gestalt  geben 

{2a+-iö  ~\)E^  —  (2«  +  3*4-3)  E,  +  {2a  +  3d  +  7)  ^^ 

-(2«  +  3d  +  ll)£3  +  ..., 
wobei 

D 


und  allgemein 


-p  __ 

"         4a  +  2d  — 2' 

P ^(^  +  1)'  p 

1         2(2a  +  d'  +  l)(o  +  d)*      0 


F        —  {n-\-ä){in  +  S+\f 

•^"+1        2(2a  +  2«+d'+l)(a  +  »i  +  d)^      " 
ist. 

Weiterhin  setzen  wir 

23        ,,        1 
«  =  ¥'      "^=2-' 

D==  ^-^^4^.7^1'=  0.02828  72353  30935  80044  80600  ... 

und  rechneu  die  dreizehn  Zahlen  aus: 
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(2a  +  3d  —  l)£'o  ==   0,0147722228  050442r)134  510 

-  (2a  +  3d  +  :))E,   =  —  0,0000027561  Gi:i2228151  4Uu 
(2a  +  3d+  1)E,   =   0,0000000064  7660286156  310 

—  (2a  +  S6  +  11) .Eg  =  -  0,0000000000  404O825631  227 
(2a  +  3d  +  1■})E^  =       0,Oi)OOüOOOOU  0078858132  477 

-  (2o  +  3tf  +  19) E;,   =  —  0,0000000000  0002119556  763 
(2a  +  3ö  +  23)  E^   =   0,0000000000  0000084423  012 

—  (2a  +  3tf  +  27)  E,  =  -  0,0000000000  0000004584  453 
(2o  +  3d  +  31)^:8  =   0,0000000000  000(X)00320  258 

-  (2a  +  3d  +  3b)  E^   =  -  0,0000000000  0000000027  585 
(2a  +  3<5  +  39)J?,„=   0,000000(iO(iO  0000000002  837 

—  (2a  +  3d  +  43) £„  =  —  0,000( iQOOOOO  OOOOOOOOOO  340 
(2a  +  3d  +  47)  E,2  =   0,0000000000  OOOOOOOOOO  046 

ihre  Summe 

0,0147694731  6168476217  682  . .  . 

subtrahieren  wir  von 

^ (—  1)'  ('-  '^^  \'f'^~y  =  0,8493963148  3575794845  819 

So  finden  wir  wiederum 

1 


y,      ,./i.3  5...(2z-i)\s_  2   r   dt 

J^^       ^\      2.4.6...2Ä     )         Tijy/nri* 

0 

=  0,8346268416  7407318628  1 
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